9. CVICENI Z DATOVYCH STRUKTUR 1, ZS24/25

Huré, opét heSovani!!! Univerzalni, k-nezéavislé, tabelacni a moZné i perfektni.

1. Opakovdni definic: Modulo univerzdlniho systému nemusi byt univerzdalni. Ukazte,
ze pokud méame univerzalni systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé
fci navic priddme modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formalné: DokaZte, Ze pro
kazdé ¢ a m > c existuje univerzum U a systém H z U do U tak, ze H je univerzalni,
ale H' uz neni c-univerzalni. (Hint: podivejte se na piiklad 3 z minula.)

2. Tabelacni (tabulkové) hesovdni. Dokazte, Zze tabela¢ni heSovani je 2-nezavislé a
nent 4-nezavislé, pokud pouzivame alespon dvé tabulky.

3. Hlavni chod. Dokazte, ze tabelace je 3-nezavisla.

Dlouhy hint: Mé&me a,b,c € Zy,x # y # 2z # x € Z¥, a pouzivejme tabulkové

hashovéni s d ¢astmi. Pak chceme ukazat, ze Prpey[h(z) = aAh(y) =bAh(z) =] <
1

m3"

i) Prvné si uvédomme, ze pokud mame jen jednu ¢ést, a tedy jednu tabulku, tvrzeni
je trivialni.

Déle méjme alespon dvé ¢asti. Protoze x,y, z jsou rizné, musi se (po dvou) lisit
alesponn v jedné c¢asti.

ii) Zacneme s pifpadem, kdy existuje ¢ast i, Ze 2*,y’, 2* jsou viechny rtizné. Mé&jme
jakkoliv zvolené ostatni tabulky, kromé tabulky 7;. S jakou pravdépodobnosti
muzeme zvolit funkei pro tabulku 7; tak, ze h(z) = a, h(y) = b, h(z) = ¢?

iii) Jinak existuji (BUNO) ¢asti i, takové, Ze 2! = 2! # y' ay/ = 2/ # /. Po-
tom méme nésledujici soustavu rovnic, kde v,,v,, v, jsou vyXORované vysledky
z ostatnich tabulek:

Tie'] & Tyla'] © v, = a
Tz[y’] P Tj[yj] Duv, =0
T @ Tl @ v, = ¢

Opét si predstavme, zZe v,,v,,v, uz zname. S jakou pravdépodobnosti budou
nahodné volené tabulky 7;, T spliiovat tuto soustavu rovnic?
iv) Uvédomte si, Ze toto stadi.



4. Bonus: Perfektni heSovini dle Fredmana, Komldse a Szemerédiho (FKS). Mame
danu n-prvkovou mnozinu S jako podmnozinu néjakého (obrovského) univerza U, napf.
64-bitové integery. Cilem je navrhnout pro S datovou strukturu velikosti O(n), ktera
zvladne pro zadany dotaz z zjistit, jestli x nélezi v S, v konstantnim ¢ase vzdy. (V
¢em klasicka heSovaci tabulka velikosti O(n) nespliuje pozadavky?)

a) Pripomente si narozeninovy paradox, tedy nejmensi pocet lidi s rovnomérné nahod-
nymi narozeninami takovy, aby s pravdépodobnosti alesponn 50% méli dva stejné
narozeniny.

b) HeSovani s tplné nahodnou (nebo c-univerzalni) hesovaci funkci funguje podobné.
Jak zhruba musime mit velkou tabulku, aby nastala kolize s pravdépodobnosti méné
jak 50%"?

c¢) Perfektni hesovani vybudujeme takto: Pofidime si hesovaci funkei h : U — [m] pro
m = O(n), kterou vybereme nahodné z c-univerzélni rodiny. Pro kazdou prihradku
i € [m] zavedeme tabulku druhé drovng, ktera bude dost velkd, aby tam nenastala
kolize s pravdépodobnosti alesponn 50% (pokud by kolize nastala, zménime heSovaci
funkei).

d) Ted uz staci jen omezit celkovou velikost tabulek druhé trovné ve stfedni hodnoteé.

Uzite¢né definice

Definition 1 (c-univerzalni systém fci) Systém H funkcih Z/[ — [m] je c-univerzdlni
pro ¢ > 0, pokud pro vsechna x # y plati Pry[h(z) = h(y)] < =. Systém H je uni-
verzdlni, pokud je c-univerzdlni pro néjaké ¢ > 0.

Definition 2 (k-nezavisly systém fci) Systém H funkci h : U — [m] je (k,c)-
nezdvisly pro néjakd k > 1,¢ > 0, pokud Prjey[h(r1) = a1 A ... AN h(xy) = a) < 55
pro libovolnd x4, . ..,xy riznd, ai,...,ar ne nutné riznd.

Systém H je k-nezdvisly, pokud je (k, c)-nezdvisly pro néjakou nezdvislou konstantu c.

Definition 3 (Tabulkové hashovani) Predstavme si, Ze chceme zahashovat w-bitové
retizky do £-bitovych Tetizkii. Retizek x € {0, 1} pak rozlozime do d cdsti délky w/d,

které znacime x'. Muzeme tedy psdt x = x'a®. .. z%. Pak generovdni nasi hashovact
funkce h = {0,1}* — {0,1}¢ vypadd tak, Ze beereme uniformné ndhodné d funkci
T; - {0,1}%/4 — {0,1} (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovdni).

Vyhodnocujeme pak h(z) = @, Ti(z") = T1(z") @ Ty(22) & - - - ® Ty(z?), kde & znaci
XOR (po jednotlivijch bitech).

Theorem 1 (Markovova nerovnost) Bud X nezdpornd ndhodnd velicina. Pak Ve >
0 plati P[X >¢] < & ] . Ekvivalentné pro jakékolivd > 1, P[X > d-E[X]] < 1.



