7. CVICENI Z DATOVYCH STRUKTUR 1, ZS24/25

Cache-oblivious transpozice, kompetitivnost LRU, trocha pravdépodobnosti a konecné to hesovani!!!

1. TransposeAndSwap naivné. Pfipomente si cache-oblivious transpozici matic. Poté
ukazte, ze pokud TransposeAndSwap upravime tak, Ze nejprve transponujeme obé
zadané matice (rekurzivné) a teprve poté je prohazujeme (prichodem po Fadcich), tak
dostaneme horsi ¢asovou slozitost i pocet prenosi.

2. Kompetitivnost LRU v problému online spravy cache. Uréete nejhorsi mozny po-
mér poc¢tu vypadku (cache misses) algoritmu LRU (Least Recently Used) oproti op-
timalnimu algoritmu, maji-li tyto algoritmy k dispozici stejné velkou velikost cache.
Srovnejte se Sleator-Tarjanovou vétou.

3. Lemma o dzZbanu. Méjme udalost, kterd se stane v jednom kroku s pravdépodob-
nosti p > 0 (nezévisle na ostatnich krocich). Ukazte, ze

1
E[# kroka nez nastane udalost] = —.
D

4. Pojdme rozbit hesovdni! Dostali jste hesovaci funkci h : U — [m]. Pokud o této
funkci nic dalstho nevite, kolik nejvyse vyhodnoceni funkce potrebujete, abyste nasli
k-tici prvku, které se vsechny zobrazi do téze prihradky?

5. Pravdépodobnost kolize Méjme mnozinu .S velikosti n a plné ndhodnou hesovaci
funkci h : U — [m], kde m = n?. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze nastane v ramci S
kolize, tedy dva prvky se zahesuji do stejné prihradky.

6. A jesté pravdépodobnost: pevné body permutaci. Méjme uniformné nahodnou per-
mutaci na n prvcich. Urcete stfedni hodnotu poc¢tu pevnych bodi této permutace.
(Hint: uvazte indikatory udalosti 7(7) = 4, tedy Ze i je pevny bod ndhodné permutace
T.)



7. Bonus: Bindrni vyhleddvani optimdlne. Binédrni vyhledavani v usporddaném poli
ma [/O slozitost ©(log N —log B+1). Navrhnéte cache-aware zptisob ulozeni prvka do
pole tak, abychom mohli vyhledévat s 1/0 slozitosti O(logg N+1) = O(log N/ log B+
1) (tato slozitost je dokonce optimalni). Hint: sestrojte nejprve dokonale vyvéazeny
BVS.

8. Bonus: Optimdlni sprdva cache, kterd neni online. Ukazte optimalitu ,offline” al-
goritmu Longest Forward Distance (LFD), ktery vyhodi z cache blok, jez bude potteba
nejpozdéji v budoucnu. (Hint: spor.)



