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Úloha 1 (Správná volba parametr̊u)

Z přednášky v́ıme, že libovolná posloupnost m operaćı Insert a Delete na (a, 2a)-strom celkem změńı jenom

O(m) vrchol̊u (když zač́ınáme s prázdným stromem). Ukažte, že toto neplat́ı pro (a, 2a − 1)-stromy, tedy pro

libovolné m,n navrhněte posloupnost m operaćı na stromě s Θ(n) vrcholy, která celkem změńı Ω(m log n)

vrchol̊u.

Můžete zač́ıt s (2,3)-stromy, a potom zobecnit pro libovolné a. Zároveň můžete zač́ıt s libovolným (validńım)

n-vrcholovým stromem, a až na konci ukázat, že jej opravdu lze vyrobit z prázdného stromu.

Úloha 2 ((a, b)-Join)

Navrhněte operaci Join pro (a, b)-stromy: máte tedy dva stromy T1, T2 s t́ım, že všechny kĺıče v T1 jsou menš́ı

než v T2, a ćılem operace je spojit dva stromy do jednoho. Pozor na to, že stromy mohou být r̊uzně vysoké.

(Pro analýzu Splitu se může hodit analyzovat složitost přesněji než jen O(log n).)

Úloha 3 (Tř́ıd́ıme bez rekurze)

Analyzujte I/O složitost mergesortu, kde máme vždy v jednom poli za sebou setř́ızené posloupnosti a po

dvojićıch je sléváme do posloupnost́ı dvojnásobné délky ve druhém poli.

(Základem je tedy cyklus, ne rekurze.)

Můžete předpokládat M ≥ 3B – speciálně máme alespoň tři bloky.

Úloha 4 (Programováńı II flashbacks)

Spoč́ıtejte I/O (a časovou) složitost k-cestného mergesortu. Ten narozd́ıl od předchoźıho algoritmu slévá vždy

k posloupnost́ı současně a pro výběr minima použ́ıvá k-prvkovou haldu. Předpokládejme M ≥ 2k · B, aby se

nám do paměti vešla halda i potřebné části rozečtených posloupnost́ı.

Úloha 5 (Násob́ıme matice)

Spočtěte I/O složitost následuj́ıćıch algoritmů pro výpočet součinu matic C = A · B, kde A,B jsou zadané

čtvercové matice n× n.

a) Předpokládejme, že A je uložená po řádćıch a B je uložená po sloupćıch. Prozkoumejte př́ımočarý algo-

ritmus dle definice.

b) Dále se pod́ıvejme na rekurzivńı násobeńı matic. (To naivńı1, kde matice rozděĺıme na čtvrtiny a násob́ıme

spolu tyto čtvrtiny, které pak k sobě přič́ıtáme.) Můžete předpokládat vysokou cache: M ∈ Ω(B2).

Bonusové úlohy

Úloha 6 (QuickSelect)

Proved’te analýzu počtu přenesených blok̊u následuj́ıćı implementace QuickSelectu pro nalezeńı mediánu:

1. Pokud N < O(B), hledáme medián naivně.

2. Vybereme uniformně náhodně pivota. Tuto volbu opakujeme, dokud neplat́ı, že vybraný pivot je v

prostředńıch dvou kvartilech prvk̊u v současném poli.

3. Pole přeskládáme tak, že začne prvky menš́ımi než pivot, pak bude pivot, a nakonec máme prvky větš́ı

než pivot.

4. Pokud je pivot na indexu N/2, vrát́ıme jej jako medián.

5. Pokud je pivot na indexu menš́ım než N/2, rekurzivně jej hledáme v prvćıch větš́ıch než pivot, jinak jej

hledáme v prvćıch menš́ıch než pivot. Zároveň si vhodně uprav́ıme, kolikátý prvek hledáme.

Můžou se vám hodit následuj́ıćı nápovědy:

� Uvědomte si, že počet přenesených blok̊u je nyńı Náhodná Veličina, bude nás tedy zaj́ımat jeho středńı

hodnota.

1Ale pokud se vám chce poč́ıtat Strassena, bránit vám v tom nehodlám.
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� Linearita středńı hodnoty: pro Náhodné Veličiny X,Y a α, β ∈ R : E[αX + βY ] = αE[X] · βE[Y ]

� Pro X ∼ Geom(p) máme E[X] = 1/p

Úloha 7 ((a, b)-Split)

Navrhněte operaci Split: máte tedy (a, b)-strom T a kĺıč k, a chcete T rozdělit na dva stromy tak, že je v

jednom je vše menš́ı než k a ve druhém je zbytek.

Úloha 8 (I/O-optimálńı tř́ıděńı)

Dá se ukázat, že nejde tř́ıdit s lepš́ı I/O složitost́ı než O(n/B · logM/B(n/B)) (jsou-li prvky blackboxy, které

umı́me jen porovnávat a přesouvat vcelku). Navrhněte cache-aware algoritmus s touto složitost́ı. Jako základ

použijte mergesort, který upravte tak, že bude opravdu využ́ıvat veškerou cache, kterou má k dipozici.

Úloha 9 (Hledáme medián)

Uvažme následuj́ıćı (Blumův) algoritmus pro poč́ıtáńı mediánu:

1. Představme si, že pole rozděĺıme na ⌈n/5⌉ pětic.

2. V každé pětici spočteme medián.

3. Rekurzivně spočteme medián medián̊u M .

4. Rozděĺıme prvky do dvou množin, podle toho, jestli jsou větš́ı nebo menš́ı než M .

5. Podle velikosti těchto množin se zarekurźıme do množiny, která obsahuje v́ıce prvk̊u.

Připomeňte si, že pro normálńı RAM model bez hierarchie pamět́ı je rekurence pro složitost následovná: T (n) =

7n/5 + T (n/5) + (n − 1) + T (7n/10) ∈ O(n). Určete I/O složitost tohoto algoritmu, můžete předpokládat, že

M ≥ 3B.

Také se může hodit fakt, že řešeńı rovnice
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= 1 je c ≈ 0.83978.


