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Uloha 1 (Spravné volba parametrit)

Z ptrednasky vime, ze libovolnd posloupnost m operaci INSERT a DELETE na (a, 2a)-strom celkem zméni jenom
O(m) vrcholu (kdyz zacindme s prazdnym stromem). Ukazte, Ze toto neplati pro (a,2a — 1)-stromy, tedy pro
libovolné m,n navrhnéte posloupnost m operaci na stromé s ©(n) vrcholy, kterd celkem zmén{ Q(mlogn)
vrcholt.

Muzete zacit s (2,3)-stromy, a potom zobecnit pro libovolné a. Zaroven muzete zacit s libovolnym (validnim)
n-vrcholovym stromem, a az na konci ukazat, ze jej opravdu lze vyrobit z prazdného stromu.

Uloha 2 ((a,b)-JOIN)

Navrhnéte operaci JOIN pro (a, b)-stromy: méte tedy dva stromy 77,75 s tim, ze vSechny klice v T} jsou mensi
nez v Ty, a cilem operace je spojit dva stromy do jednoho. Pozor na to, Ze stromy mohou byt ruzné vysoké.
(Pro analyzu SPLITu se muze hodit analyzovat slozitost presnéji nez jen O(logn).)

Uloha 3 (T#dime bez rekurze)

Analyzujte 1/0 slozitost mergesortu, kde mame vzdy v jednom poli za sebou setiizené posloupnosti a po
dvojicich je slévame do posloupnosti dvojnasobné délky ve druhém poli.

(Zékladem je tedy cyklus, ne rekurze.)

Muzete predpokladat M > 3B — specidlné mame alespon tii bloky.

Uloha 4 (Programovéni II flashbacks)

Spocitejte I/O (a ¢asovou) slozitost k-cestného mergesortu. Ten narozdil od predchoziho algoritmu slévd vzdy
k posloupnosti soucasné a pro vybér minima pouzivd k-prvkovou haldu. Pfedpokladejme M > 2k - B, aby se
nam do paméti vesla halda i potiebné ¢asti rozectenych posloupnosti.

Uloha 5 (Nésobime matice)
Spoctéte I/O slozitost ndsledujicich algoritmi pro vypocet sou¢inu matic C = A - B, kde A, B jsou zadané
¢tvercové matice n X n.

a) Predpoklddejme, ze A je ulozend po fadcich a B je ulozend po sloupcich. Prozkoumejte pifmocary algo-
ritmus dle definice.

b) Déle se podivejme na rekurzivni ndsobeni matic. (To naivnﬂ kde matice rozdélime na ¢tvrtiny a nasobime
spolu tyto étvrtiny, které pak k sobé pficitame.) Muzete predpoklddat vysokou cache: M € Q(B?).

Bonusové tlohy

Uloha 6 (QuickSelect)
Proved'te analyzu poctu pfenesenych blokl nasledujici implementace QuickSelectu pro nalezeni medidnu:

1. Pokud N < O(B), hleddme medidn naivné.

2. Vybereme uniformné ndhodné pivota. Tuto volbu opakujeme, dokud neplati, ze vybrany pivot je v
prostiednich dvou kvartilech prvka v sou¢asném poli.

3. Pole preskladame tak, ze zac¢ne prvky mensimi nez pivot, pak bude pivot, a nakonec mame prvky vetsi
nez pivot.

4. Pokud je pivot na indexu N/2, vratime jej jako medidn.

5. Pokud je pivot na indexu mensim nez N/2, rekurzivné jej hleddme v prvcich vétsich nez pivot, jinak jej
hleddme v prvcich mensich nez pivot. Zaroven si vhodné upravime, kolikaty prvek hledame.

Muzou se vam hodit nasledujici ndpovédy:

e Uvédomte si, Ze pocet pfenesenych bloki je nyni NAHODNA VELICINA, bude nds tedy zajimat jeho stfedni
hodnota.

L Ale pokud se vam chce poéitat Strassena, branit vdm v tom nehodldm.
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e Linearita stiedni hodnoty: pro NAHODNE VELICINY X,Y a a, 8 € R: E[aX + Y] = aE[X] - BE[Y]
e Pro X ~ Geom(p) mame E[X] =1/p

Uloha 7 ((a,b)-SPLIT)
Navrhnéte operaci SPLIT: méte tedy (a,b)-strom T a kli¢ k, a chcete T rozdélit na dva stromy tak, Ze je v
jednom je vSe mensi nez k a ve druhém je zbytek.

Uloha 8 (I/O-optimaln{ tiidéni)

Dé se ukazat, ze nejde tifdit s lepsi 1/O slozitosti nez O(n/B - logy;,g(n/B)) (jsou-li prvky blackboxy, které
umime jen porovnavat a presouvat vcelku). Navrhnéte cache-aware algoritmus s touto slozitosti. Jako zaklad
pouzijte mergesort, ktery upravte tak, ze bude opravdu vyuzivat veskerou cache, kterou ma k dipozici.

Uloha 9 (Hledédme medidn)
Uvazme nésledujici (Blumuv) algoritmus pro po¢itani medidnu:

1. Pfedstavme si, ze pole rozdélime na [n/5] pétic.

2. 'V kazdé pétici spoc¢teme median.

3. Rekurzivné spoc¢teme medidn medidnu M.

4. Rozdélime prvky do dvou mnozin, podle toho, jestli jsou vétsi nebo mensi nez M.

5. Podle velikosti téchto mnozin se zarekurzime do mnoziny, ktera obsahuje vice prvku.

Pfipomente si, Ze pro normalnf RAM model bez hierarchie pamét{ je rekurence pro slozitost nasledovna: T'(n) =
™m/5+T(n/5)+ (n — 1)+ T(7n/10) € O(n). Urcete I/O slozitost tohoto algoritmu, muzete predpoklddat, ze
M > 3B.

Také se muze hodit fakt, Ze feSeni rovnice (%)c + (%)C =1 je ¢~ 0.83978.



