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Rozděl (problém) a panuj (nad algoritmy)

Divide et impera!

Kuchǎrka: 1. Rozděĺıme problém na několik podproblémů

2. Pust́ıme algoritmus rekurzivně na každý podproblém

3. Spoj́ıme řešeńı

Př́ıklady: • Hanojské věže

Autor obrázku: Ævar Arnfjörd Bjarmason, Wikimedia Commons, CC BY-SA 3.0

• MergeSort — ťŕıděńı sléváńım

• Karacubův algoritmus pro násobeńı č́ısel

• Strassenův algoritmus pro násobeńı matic

• QuickSelect pro hledáńı k-tého nejmenš́ıho prvku (posledńı p̌rednáška)

• QuickSort pro ťŕıděńı (posledńı p̌rednáška)
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3. Spoj́ıme řešeńı
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Násobeńı n-ciferných č́ısel

”
Školńı“ algoritmus v Θ(n2):

Lze násobit v čase o(n2)?

1960: Kolmogorov uspǒrádal workshop, kde chtěl ukázat dolńı odhad Ω(n2)

• Karacuba na něm našel lepš́ı algoritmus pomoćı rozděl a panuj

Je násobeńı
”
asymptoticky těžš́ı“ než sč́ıtáńı?

• Pomoćı rozděl a panuj lze dosáhnout pro každé ε > 0 složitosti Oε(n
1+ε)

• Pomoćı Fourierovy transformace: O(n log n) (ADS 2)

• Schönhage a Strassen (’71): čas O(n)

Násobit lze v asymptoticky stejném čase jako sč́ıtat!
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Je násobeńı
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Je násobeńı
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Kuchǎrková věta (Master Theorem)

Věta: Rekurentńı rovnice časové složitosti:

T (n) = a · T
(n
b

)
+ Θ(nc) a T (k) = Θ(1) pro k = O(1)

má pro konstanty a ≥ 1, b > 1, c ≥ 0 řešeńı

• T (n) = Θ(nc log n), pokud a/bc = 1

• T (n) = Θ(nlogb a), pokud a/bc > 1

• T (n) = Θ(nc), pokud a/bc < 1
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Strassen̊uv algoritmus pro násobeńı matic (’69)[
A11 A21

A12 A22

]
·
[
B11 B21

B12 B22

]
=

[
C11 C21

C12 C22

]

Zdroj obrázk̊u: Wikimedia Commons, autor Cyp

Konstanta ω: maticové násobeńı v čase O(nω) pro co nejmenš́ı ω

• ω = log2 7 ≈ 2.807 [Strassen ’69]

• ...

• ω < 2.37287 [Le Gall ’14]

• ω < 2.37286 [Alman & Vassilevska Williams ’21]

• ω < 2.371866 [Duan, Wu & Zhou ’23]

• ω < 2.371552 [Vassilevska Williams, Xu, Xu & Zhou ’24]

• hypotéza: ∀ε > 0 : ω < 2 + ε
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A11 A21

A12 A22

]
·
[
B11 B21

B12 B22

]
=

[
C11 C21

C12 C22

]

Zdroj obrázk̊u: Wikimedia Commons, autor Cyp
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A11 A21

A12 A22

]
·
[
B11 B21

B12 B22

]
=

[
C11 C21

C12 C22

]
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Dynamické programováńı

• Vyvinul Bellman v 50. letech

Kuchǎrka: 1. Máme rekurivńı algoritmus, ale s exponenciálńı časovou složitost́ı

• nap̌r. pomoćı Rozděl a panuj

2. Pozorováńı: prob́ıhá mnoho opakovaných výpočt̊u

3. Řešeńı: pǒŕıd́ıme si tabulku na ukládáńı řešeńı podproblémů

• kešováńı / memoizace

4. Často lze odstranit rekurzi iterativńım algoritmem

Př́ıklady: • Fibonacciho č́ısla

• Editačńı vzdálenost

• Nejdeľśı rostoućı podposloupnost

• Optimálńı vyhledávaćı stromy

• Nejdeľśı společná podposloupnost atd. (viz cvičeńı)
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Dynamické programováńı
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Fibonacciho č́ısla – strom rekurze
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Editačńı (Levenštejnova) vzdálenost (opakováńı)

• Dány řetězce S a T nad konečnou abecedou.

• ED(S ,T ) = min. počet editačńıch operaćı, abychom z S dostali T

• Editace: smazáńı, p̌ridáńı nebo změna znaku

Pozorováńı:

• pokud S1 = T1, pak ED(S ,T ) = ED(S [2 :],T [2 :])

• pokud S1 6= T1, pak ED(S ,T ) = min


ED(S [2 :],T [2 :]) + 1 (změna 1. znaku)

ED(S ,T [2 :]) + 1 (p̌ridáńı 1. znaku)

ED(S [2 :],T ) + 1 (smazáńı 1. znaku)

→ rekurzivńı algoritmus: function EDrec(i , j) . vrát́ı ED(S [i :],T [j :])
if i > |S | then return |T | − j + 1

if j > |T | then return |S | − i + 1

if Si = Tj then return EDrec(i + 1, j + 1)

`z ← EDrec(i + 1, j + 1) + 1 . změna znaku
`p ← EDrec(i , j + 1) + 1 . p̌ridáńı znaku
`s ← EDrec(i + 1, j) + 1 . smazáńı znaku
return min{`z, `p, `s}

Pozorováńı:

voláme pro ≤ (|S |+ 1) · (|T |+ 1)

r̊uzných parametr̊u
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ED(S ,T [2 :]) + 1 (p̌ridáńı 1. znaku)
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Pozorováńı:

• pokud S1 = T1, pak ED(S ,T ) = ED(S [2 :],T [2 :])

• pokud S1 6= T1, pak ED(S ,T ) = min


ED(S [2 :],T [2 :]) + 1 (změna 1. znaku)
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Nejdeľśı rostoućı podposloupnost (RPP)

• Dána posloupnost č́ısel x1, . . . , xn

• r(i) = maximálńı délka RPP zač́ınaj́ıćı xi

function RPPrec(i)
d ← 1

if A[i ] > 0 then
return A[i ]

for all j = i + 1, . . . , n do
if xj > xi then

d ← max(d ,RPPrec(j) + 1)

A[i ]← d

return d

function RPPiter(x1, . . . , xn)
x0 ← −∞
for all i = n, n − 1, . . . , 0 do

A[i ]← 1
for all j = i + 1, . . . , n do

if xi < xj & A[i ] < 1 + A[j ] then
A[i ]← 1 + A[j ]

return A[0]− 1 . délka nejdeľśı RPP
=0
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d ← max(d ,RPPrec(j) + 1)

A[i ]← d

return d

function RPPiter(x1, . . . , xn)
x0 ← −∞
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function RPPrec(i)
d ← 1
if A[i ] > 0 then

return A[i ]

for all j = i + 1, . . . , n do
if xj > xi then

d ← max(d ,RPPrec(j) + 1)

A[i ]← d
return d

function RPPiter(x1, . . . , xn)
x0 ← −∞
for all i = n, n − 1, . . . , 0 do

A[i ]← 1
for all j = i + 1, . . . , n do

if xi < xj & A[i ] < 1 + A[j ] then
A[i ]← 1 + A[j ]

return A[0]− 1 . délka nejdeľśı RPP
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Nejdeľśı rostoućı podposloupnost: grafový pohled
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Optimálńı binárńı vyhledávaćı stromy (OptBVS)

Dána statická množina kĺıč̊u k1 < k2 < · · · kn s váhami w1, . . . ,wn

Ćıl: naj́ıt BVS T s minimálńı cenou

• Cena T =
∑n

i=1 wi · hi(T ), kde hi(T ) ≥ 1 je hloubka kĺıče ki v T

• Lze vy̌rešit v čase Θ(n2) [Knuth ’71]

• Necht’ K [i , j ] ∈ [i , j ] je kǒren OptBVS pro ki , . . . , kj

• Plat́ı: K [i , j − 1] ≤ K [i , j ] ≤ K [i + 1, j ]

• Θ(n log n) [Hu & Tucker ’71]

Dynamické programováńı: obecný princip

máme systém podproblémů / stav̊u DP:

• je jich omezeně mnoho (polynomiálně)

• závislosti tvǒŕı DAG ⇒ lze je procházet v topologickém pǒrad́ı

• nutná podḿınka: vlastnost optimálńı podstruktury

• optimálńı řešeńı lze poskládat z optimálńıch řešeńı podproblémů
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• Cena T =
∑n

i=1 wi · hi(T ), kde hi(T ) ≥ 1 je hloubka kĺıče ki v T
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máme systém podproblémů / stav̊u DP:
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Hledáńı nejkraťśıch cest mezi každou dvojićı vrchol̊u

Floydův-Warshall̊uv algoritmus (’62; Roy ’59)

• pro grafy bez záporných cykl̊u (ale záporné hrany jinak nevad́ı)

function Floyd-Warshall(matice D0)

. D0
u,v = `(uv) pokud uv ∈ E , jinak D0

u,v = +∞
for k = 0, . . . , n − 1 do

for u = 1, . . . , n do
for v = 1, . . . , n do

Dk+1
u,v ← min{Dk

uv ,D
k
u,k+1 + Dk

k+1,v}
return Dn . matice vzdálenost́ı
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Hledáńı k-tého nejmenš́ıho a ťŕıděńı za použit́ı pravděpodobnosti

Dnes: • QuickSelect

• QuickSort

• Pravděpodobnostńı algoritmy vs. náhodné vstupy

• Dolńı odhad na ťŕıděńı

• Pokud zbyde čas: LinearSelect

• k-tý nejmenš́ı lineárně bez použit́ı pravděpodobnosti

function QuickSelect((x1, . . . , xn; k))
zvolme pivota p jako libovolné xj
L← prvky xi t.ž. xi < p
R ← prvky xi t.ž. xi > p
S ← prvky xi t.ž. xi = p
if |L| ≥ k then return QuickSelect(L, k)
else if |L|+ |S | ≥ k then return p
else return QuickSelect(R , k − |L| − |S |)

function QuickSort((x1, . . . , xn))
zvolme pivota p jako libovolné xj
L← prvky xi t.ž. xi < p
R ← prvky xi t.ž. xi > p
S ← prvky xi t.ž. xi = p
`1, . . . , `|L| ← QuickSort(L)
r1, . . . , r|R| ← QuickSort(R)
return `1, . . . , `|L|, |S | × p, r1, . . . , r|R|
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• Pokud zbyde čas: LinearSelect
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R ← prvky xi t.ž. xi > p
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Pravděpodobnostńı algoritmy

Maj́ı p̌ŕıstup k náhodným bit̊um

• Uḿıme vygenerovat rovnoměrně náhodné č́ıslo z {0, . . . , n}
• Časová složitost nebo výstup algoritmu jsou náhodné proměnné

• Př́ıklad: QuickSelect a QuickSort s náhodnou volbou pivota

• Algoritmus je deterministický, pokud nepouž́ıvá náhodné bity

Náhodné vstupy (stochastické)

• p̌redpokládáme, že vstup je generován nějakou distribućı

Př́ıklad: QuickSelect a QuickSort na náhodných vstupech

• vstup je náhodná permutace {1, . . . , n}
• sťredńı hodnota časové složitosti jako p̌ri náhodné volbě pivota

• i p̌ri pevné volbě pivota, nap̌r. xdn/2e

•
”
pr̊uměrná složitost p̌res všechny vstupy“
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Náhodné vstupy (stochastické)
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Dolńı odhady na ťŕıděńı

Triviálńı: Ω(n)

Lze ťŕıdit v O(n):

• polynomiálně velká č́ısla: xi ≤ nc pro pevné c — RadixSort / č́ıslicové ťŕıděńı

• řetězce lexikograficky, pokud je abeceda konstantně velká

Porovnávaćı model

• Prvky na vstupu lze pouze porovnat: pro jednoduchost jen < a =

• nejsou povoleny jiné operace s prvky, nap̌r. zápis č́ısla v soustavě s velkým základem

• p̌resouváńı/koṕırováńı prvk̊u v paměti povoleno

• Př́ıklady: • InsertSort, BubbleSort: Θ(n2)

• MergeSort, HeapSort: Θ(n log n)

• QuickSort: Θ(n log n) v pr̊uměru

Jde to lépe?
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Př́ıklad rozhodovaćıho strom pro ťŕıděńı
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