Datove struktury 1

3. prednaska

Pavel Vesely

(s diky Petrovi Chmelovi za slajdy z minula)



Plan

e Splay stromy — dokonceni
* (a, b)-stromy a jejich amortizace




Amortizace

* Potencial ® je funkce, ktera na zakladeé stavu datové struktury (a
pripadné i historie operaci) priradi néjakou hodnotu

* VVysoky potencial ~ jsme pfipraveni na drahou operaci

* Nizky potencial ~ted budou operace levné

* Definice: operace ma amortizovanou slozitost A, pokud existuje
potencial ® takovy, Zze skute€¢na cena C spliuje

A; 2 Ci+ D — D;_,
* Potom mame },; A; = &, — Py + X,; C;



Splay operace (Sleator & Tarjan 1985)

* Splay(x): presune x do korene

* Vezmeme vrchol x, a dokud muzeme, provadime dvourotace (zig-
zig, nebo zig-zag), na konci mozna provedeme jednu jednoduchou

rotaci (zig) ,
g

Rotate(x) '

\ Rotate(y)




Dvojrotace




Cena operace Splay

* Cil: operace Splay ma amortizovanou cenu O(log n)
* Pro vrchol v zadefinujeme jeho rank r(v) := log, s(v)
* Pak definujeme potencidl stromu ®(T) = )77 (V)
* Veta
Amortizovana cena operace Splay(x) je 3(r'(x) —r(x)) + 1, kde

r'(x) je rank po provedeni splaye a r(x) je rank pred provedenlm
splaye

« Zpozorujeme r(x) < log, n, tedy cena Splay(x) je O(logn)



Find, Insert, Delete na splay stromech

* Neformalneé: operaci provedeme stejne jako na standardnich BVS,
a pak vysplayujeme nejhlubsi prvek, ktereho jsme se dotkli

* Find

 Uspésny: vysplayujeme nalezeny vrchol

* Neuspésny: vysplayujeme posledni navstiveny vrchol
* Insert

 Uspésny: vysplayujeme vloZeny vrchol

* Neuspésny: vysplayujeme uz existujici vrchol
 Delete

 Uspésny: vysplayujeme rodi¢e smazaného vrcholu

* Neuspésny: vysplayujeme posledni navstiveny vrchol



Amortizovana slozitost Find/Insert/Delete

* Tvrzeni
VSechny tyto operace maji amortizovanou ¢asovou slozZitost O(logn)

* Lemma (pro Insert)
Pridani listu zvysi potencial o O(logn)



Vlastnosti splay stromu

e Véta (sequential access theorem, Tarjan 1985)
Vyhledavani prvkd 1, ..., n vtomto poradi ma celkovou cenu O(n).

e Véta (working set theorem, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., x,,, posloupnost vyhledavani prvku ve splay stromé. Oznaéme
jako z; pocet riznych prvkl vyhledanych od posledniho hledani prvku x;.
Pak celkova sloZitost hledani prvkl je O(nlogn + m + );; log(1 + z;)).

* DUsledek (o vyhledavani podmnoziny prvkl)

Pokud provedeme m vyhledani prvk( z podmnoziny X € [n]: |X| = s,
pak celkovéa cena vyhledavani bude O(nlogn + m + mlogs).

(A tim padem se dobre chova k CPU cache.)



Vlastnosti splay stromu |l

e \Véta (staticka optimalita, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., X,,, posloupnost vyhledavani prvkt z mnoziny X, kde kazdy prvek
je vyhledan aspon jednou. Bud T staticky BVS na mnoziné X s celkovou
cenou vyhledani posloupnosti f. Pak celkova cena téze posloupnosti ve
splay stromé na X je O(f).

* Domneéenka (dynamicka optimalita, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., X,,, posloupnost vyhledavani prvkl z mnoziny X, kde kazdy prvek
je vyhledan aspon jednou. Bud' T dynamicky BVS na mnoziné X s celkovou
cenou vyhledani posloupnosti f. Pak celkova cena téZe posloupnosti ve
splay stromé na X je O(f).



Vicecestny vyhledavaci stromy: (a, b)-stromy

* Ve vnitfnim vrcholu € = 1 kli¢u (sefazenych), £ + 1 synu

e Listy prazdné (None / nullptr) i /@\
* (a,b)-stromyproa=2ab = 2a —1 (13) (6) (1) (4) (79

* Vnitfnivrchol mé a az b synu, kofen ma 2 az b synu

* Listy na stejné hladine D/ILL J g J L, J g

Obrazek 8.7: Dva (2,3)-stromy pro tutéz mnozinu klicu

* Hloubka =# hran od kofene do listu

(n+1)

Lemma: Hloubka (a, b)-stromu je mezilog,(n+ 1) a1l + log,

B-stromy [Bayer, McCreight ‘70]
* (a,2a — 1)- nebo (a, 2a)-stromy

* RUzné varianty, napt.:



(a, b)-stromy: operace

* Find - podobné jako v BVS

e Tnsert

* Najdeme list, pridame do vrcholu nad nim
* Pripreteceni provedeme rozstépeni

e Delete

* Najdeme kli¢

e pokud nenive vrstvé nad listy, provedeme nahrazeni s minimem v pravém podstromu
* Smazeme kli¢
* Pri podteceni

* Prevedeme kli¢ od bratra — pokud jich ma dost

Obrazek 8.7: Dva (2, 3)-stromy pro tutéz mnozinu klicu

e Nebo se s nimsloucime



(a, b)-stromy: amortizovana sloZitost

... pro¢, kdyz kazd4a operace trva Q(logn)?
e Zmeény stromu jsou drazsi

* VVyhledavani nékdy neni potreba
* Napf.: mame odkaz na mazany prvek nebo list pro Insert

Pozorovani: m operaci Insert na prazdném (a,b)-stromeé provede O(m) zmeén
uzld.

Véta: m operaci InsertaDeletena(a,2a)-stromé provede O(n + m) zmén
uzld.



Cerveno-gerné stromy [Bayer '72]
varianta left-leaning (LLRB) [Sedgewick '08]

e preklad (2, 4)-stromi na bindrni stromy

146
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Obrazek 8.11: Preklad (2, 4)-stromu na LLRB strom

Jina varianta €erveno-€ernych stromi:
e KaZdy vrchol je €erny nebo Cerveny
e Kofen a (virtualni) listy jsou €erné
e Pokud je vrchol €erveny, oba jeho synové jsou €erni

e Pro lib. vrchol v plati, Ze kazda cesta z v do listu ma stejny # €ernych vrcholi.
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