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Organizacni poznamka

* Prosim vypliujte do ukolu, jak dlouho vam zabraly

tree successor.py

1 #!jusr/bin/env python3
2
3 # Time spent on this homework: TODO (please fill in)
4
tree successor.h

1 // Time spent on this homework: TODO (please fill in)

2



Plan

* Pripomenuti amortizace
* Liné vyvazovane binarni vyhledavaci stromy

* Splay stromy




Amortizace

* Potencial ® je funkce, ktera na zakladeé stavu datové struktury (a
pripadné i historie operaci) priradi néjakou hodnotu

* VVysoky potencial ~ jsme pfipraveni na drahou operaci

* Nizky potencial ~ted budou operace levné

* Definice: operace ma amortizovanou slozitost A, pokud existuje
potencial ® takovy, Zze skute€¢na cena C spliuje

A; 2 Ci+ D — D;_,
* Potom mame },; A; = &, — Py + X,; C;



Amortizace

* RUznd mozna znéni vét
Posloupnost m operaci Find/Insert/Delete trva celkem ¢as O(m logn +
nlogn), kde n je maximalni pocet prvkl stromu béhem této posloupnosti.

Posloupnost m > n operaci Find/Insert/Delete trva celkem ¢as O(m log n),
kde n je maximalni pocet prvkd stromu béhem této posloupnosti.

Operace Find/Insert/Delete maji amortizovanou ¢asovou slozitost O(log n)



Binarni vyhledavaci stromy




Perfektne vyvazene stromy

* Definice
Strom je perfektne vyvazeny, pokud pro jeho kazdy vrchol v plati,
ze [s(I(w)) —s(r(»))| < 1.
* Cviceni: Sestavte perfektne vyvazeny strom ze setrideneho pole v
case 0(n)

* Fakt: Perfektneé vyvazeny BVS nelze s operacemi Insert/Delete
udrZovat v Case lepSim nez {2(n) na operaci.



Jenom vyvazené stromy

* Definice
Vrchol vje vyvazeny, pokud

2 2
S(l(v)) < §S(U) a S(r(v)) < §S(v)
Strom je vyvazeny, jestlize jsou vsechny jeho vrcholy vyvazené
* Lemma: Hloubka vyvazeného stromu je O(log n)












BB[a]-stromy (Reingold, 1972)

» Kazdy vrchol si navic pocita svoje s(v)

* Insert:
» Standardné vlozime do BVS a patficné zvySime s(v) na cesté

* Pokud jsou vSechny vrcholy na cesté vyvazené, koncime
* Jinak vezmeme nejvyssi nevyvazeny vrchol a jeho podstrom prestavime

* Delete analogicky



Amortizovana analyza

* Veta
Operace Insert ma amortizovanou cenu O(logn)

 Zavedeme si nasledujici potencial.:

|S(l(v)) — S(r(v))|,pokud > 2

* Provrcholv: p(v) = 0 iinak
, jina

* Pro cely strom: ®(T) = 2wev(r) P (V)



Motivace splay stromu



Oh nein!
Rotace

Rotierender binarer Suchbaum

Rotate(z )

Rotate A e




Splay operace (Sleator & Tarjan 1985)

* Vezmeme vrchol, a dokud muzeme, provadime dvourotace (zig-
zig, nebo zig-zag), na konci mozna provedeme jednu jednoduchou
rotaci (zig)

/ig

Rotate(x) '

\ Rotate(y)




Dvojrotace




Zig-zag jednoduchymi rotacemi

Rotate(z)




Zig-zig jednoduchymi rotacemi




Priklad

Zig-7ig(5)




Tajna myskavec

* Lemma: Va,f > 0:log, a + log, f < 2log,(a + () — 2

e DUkaz:
Vime 4af = (a + B)? — (a — B)? < (a + B)?, protoze (a« — 5)? = 0.
Zlogaritmujeme, a mame log, 4 + log, a + log, f < 2log,(a + ).



Cena operace Splay

* Cil: operace Splay ma amortizovanou cenu O(log n)
* Pro vrchol v zadefinujeme jeho rank r(v) := log, s(v)
* Pak definujeme potencidl stromu ®(T) = )77 (V)
* Veta
Amortizovana cena operace Splay(x) je 3(r'(x) —r(x)) + 1, kde

r'(x) je rank po provedeni splaye a r(x) je rank pred provedenlm
splaye

« Zpozorujeme r(x) < log, n, tedy cena Splay(x) je O(logn)



Find, Insert, Delete na splay stromech

* Neformalneé: operaci provedeme stejne jako na standardnich BVS,
a pak vysplayujeme nejhlubsi prvek, ktereho jsme se dotkli

* Find
 Uspésny: vysplayujeme nalezeny vrchol
* Neuspeéesny: vysplayujeme posledni navstiveny vrchol

* Insert
 Uspésny: vysplayujeme vloZeny vrchol
 Neuspésny: vysplayujeme uz existujici vrchol
* Delete
 Uspésny: vysplayujeme rodi¢e smazaného vrcholu
* Neuspésny: vysplayujeme posledni navstiveny vrchol



Amortizovana slozitost Find/Insert/Delete

* Tvrzeni
VSechny tyto operace maji amortizovanou ¢asovou slozZitost O(logn)

* Lemma (pro Insert)
Pridani listu zvysi potencial o O(logn)



Vlastnosti splay stromu

* \Véta (sequential access theorem, Tarjan 1985)
Vyhledavani prvkd 1, ..., n vtomto poradi méa celkovou cenu O(n).

* Veta (working set theorem, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., x,,, posloupnost vyhledavani prvku ve splay stromé. Oznaéme
jako z; pocet ruznych prvku vyhledanych od posledniho hledani prvku x;.
Pak celkova slozitost hledani prvkd je O(nlogn + m + };log(1 + z;)).

e DUsledek (o vyhledavani podmnoziny prvku)

Pokud provedeme m vyhledani prvk( z podmnoziny X € [n]: |X| = s,
pak celkovéa cena vyhledavani bude O(nlogn + m + mlogs).



Vlastnosti splay stromu |l

* \Véta (staticka optimalita, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., X,,, posloupnost vyhledavani prvkt z mnoziny X, kde kazdy prvek
je vyhledan aspon jednou. Bud T staticky BVS na mnoziné X s celkovou
cenou vyhledani posloupnosti f. Pak celkova cena téze posloupnosti ve
splay stromé na X je O(f).

* Domneéenka (dynamicka optimalita, Sleator & Tarjan 1985)

Bud x4, ..., X,,, posloupnost vyhledavani prvkl z mnoziny X, kde kazdy prvek
je vyhledan aspon jednou. Bud' T dynamicky BVS na mnoziné X s celkovou
cenou vyhledani posloupnosti f. Pak celkova cena téZe posloupnosti ve
splay stromé na X je O(f).



Priste

* JeSté vice stromu: (a,b)-stromy a amortizace
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