7. CVICENI Z ADS 1, CTVRTEK 31.3. 10:40

Minimalni kostry

1. Rozcvicka.

e Jak hledani miniméalni kostry ovlivni zdporné hrany nebo zaporné cykly?
e Co kdybychom chtéli najit kostru mazimdini namisto minimalni?
e Jak se zbavit pfedpokladu o unikatnich vahach hran?

2. Dynamickd kostra. Mame nalezenu minimalni kostru a nyni chceme najit novou,
pokud:

e 7 grafu odstranime hranu,

e do grafu pridame hranu,

e snizime vahu hrany, nebo

e zvysime vahu hrany.

(Na zménu staci linearni ¢as, umi se i amortizovany ¢as O(poly(logn)).)

3. Kostry s malymai cisly. Vymyslete algoritmus na nalezeni minimélni kostry grafu,
v némz jsou vahy hran pfirozena ¢isla z {1,..., k}.

Rezové lemma. Necht G je souvisly graf s unikatnim ohodnocenim hran a R elemen-
tarni fez v G. Pak je nejlehci hrana fezu R v minimalni kostfe.

Cyklové lemma. Necht G je souvisly graf s unikdtnim ohodnocenim hran a C' cyklus
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Zluto-modry algoritmus. Na zacatku obarvime vSechny hrany ¢erné. Dokud exis-
tuje alespon jedna ¢erna hrana, aplikujeme jedno z nésledujicich pravidel:

e Zvolime libovolné elementarni fez R, jehoz nejlehci hrana e je ¢erna, a obarvime
tuto hranu e modre.

e zluté.

4. Vsichni tri jsou Zluto-modri. Ukazte, ze Jarnikiv, Bortuvkiv i Kruskaliv algoritmus
se daji popsat jako specialni pripady zluto-modrého algoritmu.

5. Sprdvnost Zluto-modriyjch algoritmi. Dokazte cyklové lemma. Poté odvodte, Ze li-
bovoln4 varianta zluto-modrého algoritmu nalezne minimalni kostru (pro graf s unikét-
nimi vahami).

6. Neunikdtni lemmata. Jak se zméni fezové a cyklové lemma pro neunikatni vahy?



Bonusové lohy:

7. Druhd nejlehéi kostra. Vymyslete, jak najit druhou nejlepsi kostru grafu. (Nemusite
dosédhnout linearni ¢asové slozitosti.)

8. Kontrahujici Borivka. Boruvkiv algoritmus mtzeme upravit, aby kazdy strom
lesa udrzoval zkontrahovany do jednoho vrcholu. Iterace pak vypada tak, ze si kazdy
vrchol vybere nejlehé¢i incidentni hranu, tyto hrany zkontrahujeme a zapamatujeme
si, ze patil do miniméalni kostry. Ukazte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby
bézel v ¢ase O(mlogn). Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyckami, které vznikaji
pri kontrakei?

9. Rovinny Borivka. Jak rychle najde vhodné implementovany algoritmus z pred-
choziho piikladu minimélni kostru v rovinném grafu? Naopak najdéte (nerovinny)
graf, na kterém algoritmus z predchoziho prikladu pobézi v ¢ase ©(mlogn).



