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Rozdél (problém) a panuj (nad algoritmy)
Divide et imperal
Kuchatka: 1. Rozdélime problém na né&kolik podproblémi
2. Pustime algoritmus rekurzivn& na kazdy podproblém
3. Spojime fedeni
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e MergeSort — t¥idéni slévanim

e Karacubiv algoritmus pro nasobeni &isel

e Strassenliv algoritmus pro nasobeni matic

e QuickSelect pro hledani k-tého nejmensiho prvku

e QuickSort pro t¥idéni
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Kuchatkova véta (Master Theorem)

Véta: Rekurentni rovnice ¢asové sloZitosti:
T(n)=a-T (%) + ©(n°) a T(k) =0O(1) pro k = O(1)
ma pro konstanty a > 1, b > 1, ¢ > 0 FeSeni
e T(n) =0©(nlogn), pokud a/bc =
e T(n) =0(n"%?), pokud a/b° > 1
e T(n)=0(n°), pokud a/b° < 1
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Nasobeni n-cifernych cisel

. » _ , 23958233
,Skolni* algoritmus v ©(n°): « 5830

00000000 ( = 23,958,233 x 0)

71874699 ( = 23,958,233 x  30)

191665864 ( = 23,958,233 x  800)

+ 119791165  ( = 23,958,233 x 5,000)

139676498390 ( = 139,676,498, 390 )
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Nasobeni n-cifernych cisel
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e Karacuba na ném nagel lepsi algoritmus pomoci rozdél a panuj
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Nasobeni n-cifernych cisel

. » _ , 23958233
,Skolni* algoritmus v ©(n°): « 5830

00000000 ( = 23,958,233 x 0)

71874699 ( = 23,958,233 x  30)

191665864 ( = 23,958,233 x  800)

+ 119791165  ( = 23,958,233 x 5,000)

139676498390 ( = 139,676,498, 390 )

Lze ndsobit v Zase o(n?)?
1960: Kolmogorov usporadal workshop, kde cht&l ukdzat dolni odhad Q(n?)
e Karacuba na ném nagel lepsi algoritmus pomoci rozdél a panuj
Je ndsobeni ,,asymptoticky téz3i" neZ s¢itani?
e Pomoci rozd&l a panuj Ize dosdhnout pro kazdé ¢ > 0 sloZitosti O.(n'")
e Pomoci Fourierovy transformace: O(nlog n) (ADS 2)
e Schonhage a Strassen ('71): ¢as O(n)

Nasobit Ize v asymptoticky stejném case jako séitat!
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Strassentiv algoritmus pro nasobeni matic ('69)

[All A21] .[311 321] _ [Cu C21]
A Axn| |Bi Bx Ci2 (2
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Strassentiv algoritmus pro nasobeni matic ('69)

|

A Ax
A Ax

= (A1 + A )(Bi1 + B);
= (Ay + A22)Bu1;
= A1 (Bi2 — B); !
= Ay (Bo1 — Bn);
= (A1 + A12)Baa;
= (A — A11)(Bu + Bu2);
= (A2 — A2z)(Ba1 + Ba),

Cll
Co

Il

Cha
Ca

Bi1 321] _ [Cu C21]
Bio By Cio Cp
:|_|:M1+M4—M5—|—M7 M3 + Ms

Ms + My My — My + M3 + Mg

Zdroj obrazk(: Wikimedia Commons, autor Cyp
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Strassentiv algoritmus pro nasobeni matic ('69)
[An A21] .[511 321] _ [Cu C21]
Az Axn| |[Br2 Bx Cr2 C
My = (Aq1 + Aoz ) (B + Baa);

My = (Ag1 + Ag2)Bi;
Ms = A1 (Bi2 — Ba); [Cn Cu} — [M1+M4_M5+M7 M3 + Ms ]

M, — A22(B21 - Bll); Cy Oy Ms + My My — My + M3 + Mg
Ms = (A1 + Aq2)Bas;

Mg = (Ag1 — Ay1)(Bu + Bra);
M7 = (A1 — Agy)(Ba1 + Ba),

Zdroj obrazk(: Wikimedia Commons, autor Cyp
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Strassentiv algoritmus pro nasobeni matic ('69)
[An A21] .[311 321] _ [Cu C21]
Az Axn| |[Br2 Bx Cr2 C
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My = (A + Ag2)Bis;
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Konstanta w: maticové ndsobeni v &ase O(n*) pro co nejmendi w

e w = log,7 =~ 2.807 [Strassen '69]
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Mg = (Ag1 — Ay1)(Bu + Bra);
M7 = (A1 — Agy)(Ba1 + Ba),

Zdroj obrazk(: Wikimedia Commons, autor Cyp

Konstanta w: maticové ndsobeni v &ase O(n*) pro co nejmendi w
e w = log,7 =~ 2.807 [Strassen '69]
° ..
o w < 2.37287 [Le Gall '14]
e w < 2.37286 [Alman & Vassilevska Williams ('21)]
e hypotéza: Ve >0:w <2+¢
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Dynamické programovani

e Vyvinul Bellman v 50. letech
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Dynamické programovani

e Vyvinul Bellman v 50. letech

Kuchafka: 1. Mame rekurivni algoritmus, ale s exponencialni ¢asovou sloZitosti

e napt. pomoci Rozdél a panuj

2. Pozorovani: probiha mnoho opakovanych vypocti pro stejné podprob

7/ /7

3. Reseni: pofidime si tabulku na ukladani ¥eSeni podproblémii

e keSovani / memoizace

4. Casto Ize odstranit rekurzi iterativnim algoritmem
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Kuchafka: 1. Mame rekurivni algoritmus, ale s exponencialni ¢asovou sloZitosti
e napt. pomoci Rozdél a panuj
2. Pozorovani: probiha mnoho opakovanych vypocti pro stejné podprob

AV4 /7

3. Reseni: pofidime si tabulku na ukladani ¥eSeni podproblémii

e keSovani / memoizace

4. Casto Ize odstranit rekurzi iterativnim algoritmem

Priklady: e Fibonacciho ¢isla
e Edita¢ni vzdalenost
e Nejdelsi rostouci podposloupnost
e Nejdelsi spole¢na podposloupnost
e Optimalni vyhledavaci stromy

e ... (viz cvigeni)
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Nejdelsi rostouci podposloupnost (RPP) (opakovani)

e Dana posloupnost &isel xq, ..., x,
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Nejdelsi rostouci podposloupnost (RPP) (opakovani)

e Dana posloupnost &isel xq, ..., x,

e r(i) = maximalni délka RPP za&inajici x;

function RPPREC(/)
d<«1

forall j=i+1,...,ndo
if x; > x; then
d < max(d, RPPrec(j) 4+ 1)

return d
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e Dana posloupnost &isel xq, ..., x,

e r(i) = maximalni délka RPP za&inajici x;

function RPPREC(/)

d<«+1
if A[i] >0 then

return A[/]
forall j=i+1,...,ndo

if x; > x; then

d < max(d, RPPrec(j) 4+ 1)

Ali] + d
return d

function RPPITER(xq, . .., X,)
Xp < —0O0
foralli=nn—1,...,0do
Alil + 1
forall j=i+1,...,ndo
if x; <x; & A[i] <1+ A[j] then
Alil < 1+ A[Jj]
return A[0] — 1 > délka nejdelsi RPP
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Optimalni binarni vyhledavaci stromy (OptBVS)

Dana staticka mnoZina kli¢d k4 < ky < --- k, s vahami wy, ..., w,
Cil: najit BVS T s minimalni cenou
e Cena T=>"" w-hi(T), kde hj(T) > 1 je hloubka klite kj v T
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o Lze vyredit v ¢ase ©(n?) [Knuth '71]
e Necht K[i,j] € [i,/] je koten OptBVS pro ki, ..., k
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e O(nlogn) [Hu & Tucker '71]

Dynamické programovani: obecny princip
mame systém podproblémi:
e je jich omezen& mnoho (polynomidlng)

e zavislosti tvofi DAG = Ize je prochdzet v topologickém potadi
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e Plati: K[i,j — 1] < K[i,j] < K[i +1,]]

e O(nlogn) [Hu & Tucker '71]

Dynamické programovani: obecny princip
mame systém podproblémi:
e je jich omezen& mnoho (polynomidlng)
e zavislosti tvofi DAG = Ize je prochdzet v topologickém potadi
e nutnd podminka: vlastnost optimalni podstruktury

e optimalni ¥eSeni poskladano z optimalnich ¥eSeni podproblémi
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Pravdépodobnostni algoritmy
Maji pfistup k nahodnym bitlim
e Umime vygenerovat rovhomérn& ndhodné &islo z {0, ..., n}

e Casova sloZitost nebo vystup algoritmu jsou ndhodné proménné

e Priklad: QuickSelect a QuickSort s ndhodnou volbou pivota

e Algoritmus je deterministicky, pokud nepouziva ndhodné bity
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Pravdépodobnostni algoritmy
Maji pfistup k nahodnym bitlim
e Umime vygenerovat rovhomérn& ndhodné &islo z {0, ..., n}

e Casova sloZitost nebo vystup algoritmu jsou ndhodné proménné

e Priklad: QuickSelect a QuickSort s ndhodnou volbou pivota

e Algoritmus je deterministicky, pokud nepouziva ndhodné bity

Nahodné vstupy (stochastické)

e predpokladame, Ze vstup je generovan néjakou distribuci

P¥iklad: QuickSelect a QuickSort na nahodnych vstupech
e vstup je ndhodnd permutace {1,...,n}
e stfedni hodnota &asové sloZitosti jako pFi nahodné volbé pivota
® i pfi pevné volb& pivota, napf. x,/2)

e , priumérna slozitost pres viechny vstupy"”
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Dolni odhady na t¥idéni
Trividlni: Q(n)
Lze tFidit v O(n):
e polynomidlng velka &isla: x; < n® pro pevné ¢ — RadixSort / Cislicové t¥idén

7/
I

e fetézce lexikograficky, pokud je abeceda konstantné velkd
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Dolni odhady na tfidéni
Trividlni: Q(n)
Lze tFidit v O(n):
e polynomidlng& velka &isla: x; < n® pro pevné ¢ — RadixSort / islicové t¥idéni

e fetézce lexikograficky, pokud je abeceda konstantné velkd

Porovnavaci model

e Prvky na vstupu lze pouze porovnat: pro jednoduchost jen < a =
e nejsou povoleny jiné operace s prvky, nap¥. zapis &isla v soustavé s velkym zakladem
e pfesouvani/kopirovani prvkd v paméti povoleno
e Priklady: e InsertSort, BubbleSort: ©(n?)
e MergeSort, HeapSort: ©(nlog n)
e QuickSort: ©(nlog n) v praméru

Jde to lépe?
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Priklad rozhodovaciho strom pro tFridéni

L1X3T2

X3X1T2

ToX3Xq

v

L2113

Obrazek 3.1: Priklad rozhodovaciho stromu pro 3 prvky

Pavel Vesely
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