6. cviCeni z PSt — 27.3.2025
Rozptyl a vektory diskrétnich nahodnych velicin

Nazev Pravdépodobnostni funkce Rozsah (ImX)  Stfedni hodnota  Rozptyl

Bernoulliho Ber(p)  px(1) =p, px(0)=1-p {0,1} p p(1—p)
Binomické Bin(n,p) px(k) = (})p"(1 —p)"~* {0,1,...,n} np np(1l —p)

(k) :
Geometrické Geo(p) px(k) = (1 —p)*1p {1,2,...} Zl, %
Poissonovo Poi(\) px (k) = e"\)‘k—]; {0,1,...} A A
Uniformni Unif(a,b) px(k)= ﬁ {a,a+1,...,b} aTb (b_ag)?_l

definice var(X) = E((X — E(X))?)
véta var(X) = E(X?) — E(X)
véta var(aX + ) = a var(X)
véta var(X +Y) = var(X) 4+ var(Y) (pokud X LY
odvozené veli¢iny: smérodatnéa odchylka ox = /var(X)

variacni koeficient CVy = ox/E(X) (pokud E(X) > 0)

1. Historickd data ukazuji, Ze nas server obdrzi primérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Po-
issonovo rozdéleni k urceni pravdépodobnosti, Ze server obdrzi presné 40 zadosti v nasledujici
minute.

2. Necht X ~ Bin(100,0.5), Y = 10X a Z ~ 10Bin(100,.05) (tedy Z/10 mé binomické
rozdéleni Bin(100,.05)). Spoctéte (vyuzitim vzorci z prednasky) E(X), var(X), ox, CVx a
totéz pro Y, Z.

3. Necht X ~ Poi()). Pripomeite si odvozeni E(X) = A. Odvodte obdobné var(X) = A.
|[Névod: je uzitecné napied spocist E(X (X — 1)).]

Nahodné vektory:

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem pxy(v,y) = P(X =2 &Y =
Y). ,Jednorozmérné funkee” px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodob-
nostni funkce. Pripomeiite si, jak je zjistit z pxy.

4. Oznacme X, Y vysledky dvou nezavislych hodu ¢tytsténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).

(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z; = max(X,Y")?

(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Zo = X + Y7

(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z3 = XY?

[Napovéda: Jakych hodnot nabyva vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v dalsich

¢astech, pokud X +Y =k, resp. XY = k7|
5. (a) V predchozim piikladu: je vétsi E(Zy) nebo E(X) + E(Y)? Spoctéte oboji podle
definice.

(b) V predchozim piikladu: je vétsi E(Z3) nebo E(X?)? Spoctéte oboji podle definice.

6. Nezavislé n.v. Xy, ..., X, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, ..., p,. Jaké je
rozdéleni n.v.

M = min(Xy,..., X,)?



K procviceni

7. V tabulce je sdruzena pravdépodobnostni funkce nahodnych
velicin X, Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenaby-

)
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vaji.
(a) Najdéte marginalni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X),
E(Y).
(b) Jsou X aY nezavislé? Neboli: plati px y (z,y) = px(x)py (y)?
(c) Popiste rozdéleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodob-
nostni funkci n.v. X +Y. Spoctéte odsud E(X 4 Y') — ovéite, zda
se to rovna E(X) + E(Y).
(d) Popiste rozdéleni X -Y. Spoctéte odsud E(XY') — ovéite, zda se to rovna E(X)E(Y).

8. Hodime tfikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubu v prvnich dvou hodech a Y pocet licu v
poslednich dvou hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci pxy a také marginalni pravdépodob-
nostni funkce py, py.

(b) Jsou X a Y nezavislé?

(c) Urcete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkei pxy, tj. ¢isla P(X = | Y = y) pro
vsechny hodnoty z, y.

9. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro i = 1,...,6. Hodime n-krat a oznac¢ime
X; pocet hodi, kdy padlo i.  (a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xj,
. X
(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?

Bonus

10. Uvazme skupinu m manzelskych paru (tj. celkem 2m osob). Predpokladejme, Ze po deseti
letech bude kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezavisle na ostatnich.
Moznosti rozvodi apod. neuvazujeme, tj. pary jsou neménné.

Ozna¢me L mnozinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L]).
Dale bud B pocet partu, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné veli¢iny spliujici
0<A<2mal0<B<m. Prokazdé a=0,...,2m urcete E(B | A= a).



