3. cviceni z PSt — 6.3.2025
Nezavislé jevy
Bud I libovolna mnozina indext. Jevy {A; : i € I} nazveme nezdvislé (independent), pokud pro

kaZzdou kone¢nou mnozinu J C [
P(()A) =] Py
jeJ jeJ
Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoziny J, nazyvame jevy {A; : i € I} po dvou nezdvislé
(pairwise independent).

1. Dva hody minci modelujeme uniformnim prostorem Q@ = {PP, PO,OP,00}. Ovéite, ze jev Ay
»prvni hod byla panna“ a A, ,,druhy hod byla panna‘ jsou nezavislé podle definice vyse.

2. (pokracovani) Mame opét pravdépodobnostni prostor se ¢tyfmi elementarnimi jevy { PP, PO, OP, OO},
ale tentokrat neni uniformni. Jako v predchozim prikladu, jev A; je ,,prvni pismeno je P* a jev A, je
,druhé pismeno je P*. Predpokladame, ze P(A;) = p1, P(A2) = p2 a ze jevy A; a Ay jsou nezavislé.
Ovérte, ze tim je urcena pravdépodobnost kazdého jevu v tomto pravdépodobnostnim prostoru.

3. Pokud jsou jevy A, B nezavislé, tak jsou nezavislé i jevy A, B¢. A také jevy A¢, B¢. (Pfipomenuti:
Ac=Q\ A)

4. (a) Mohou byt jevy A, B nezavislé a zaroven disjunktni?
(b) Mohou byt jevy A, B nezavislé a zarovenn A C B?

5. Najdéte jevy A, B, C' (na libovolném pravdépodobnostnim prostoru), které
(a) jsou nezavislé.
(b) nejsou po dvou nezavislé, ale P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).
(c) jsou po dvou nezavislé, ale P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C).

Uvod do nahodnych veli¢in

6. Prokop héazi basketbalovym mi¢em na kos, v kazdém pokusu mé pravdépodobnost zasahu p = 1/10,
pokusy jsou nezavislé. Skon¢i po prvnim zasahu. Oznac¢me X celkovy pocet hodi.

(a) Jaka je P(X > k)? (Zkuste napted pro k =1, k = 2.)

(b) Jaké je P(X = k)? (Urceni téchto ¢isel se nazyva popis distribuce X.)

(c) Jakd je P(X > 10 | X > 5)?

7. Pokrac¢ovani z minulé tlohy: ozna¢me Y = X mod 2, tj. ¥ = 0, pokud je X sudé, jinak ¥ = 1.
Urcete distribuci Y.

8. Quido také hazi micem na koS, méa pravdépodobnost p, Ze se trefi a také jsou hody nezévislé. Oznacme
Z pocet zasaht z n pokust. Urcete distribuci Z (tj. P(Z = k) pro vSechna k).

9. Hodime dvéma kostkami — pro jednoduchost ¢tyfsténnymi, s ¢isly 1, ..., 4. Ozna¢ime X maximum ze
dvou hozenych ¢isel. Popiste, jak budete tuto situaci modelovat: co bude €2, co presné za matematicky
objekt je X, jaka je px.

Bonusy
10. Pokud vidime bilého pudla, zvysSuje to nasi duvéru, Ze je kazda vrana ¢erna?
11. Najdete nahodné jevy A, B, C takové, ze
e A, B jsou nezavislé za podminky C, tj. P(ANB | C)=P(A|C)P(B | (),
e A B jsou nezavislé za podminky C°,

e ale A, B nejsou nezavislé?

12. (Kasino v St. Petersburgu) Hazime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu,
dostaneme odménu 2". Kolik byste byli ochotni zaplatit za tcast v této hie?



K procviceni

13. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stranach orla. Vytahneme
nadhodnou minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsme si vytahli
»dvouorlovou“ minci? (Zkuste napied odhadnout, pak spocitat.)

14. Na chorobu C' méme dva testy, A a B. Test A mé sensitivitu i specificitu p = 0.95. Test B vzdy
fekne, ze pacient je zdravy. Pfedpokladejte, ze P(C') = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost tspéchu (tj. spravné odpovédi), pouZijeme-li je na
nadhodného pacienta. Rozmyslete si, co to fika o uzite¢nosti obou test.

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost tispéchu obou testt stejna?

15. Ve volbéch hlasuji lidé pro dva kandidaty, A a B (v naSem modelu se nikdo nezdrzi hlasovani). Pi
odchodu z volebni mistnosti jsou voli¢i ndhodné pozadani o Gcast v exit-poll za tcelem rychlého odhadu
vysledkii. Predpokladejme, ze kdo odpovi, tak odpovi popravdé koho volil, ale ne vSichni se zucastni.
Ozna¢me E mnozinu volici, kteri jsou ochotni se exit-pollu ztcastnit, A a B mnozinu voli¢i piislusnych
A) = 0.7 a P(E | B) = 04. Vysledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaky je skuteény podil lidi, ktefi
hlasovali pro A? (Zkuste si napted tipnout, nez to spocitate.)

16. Koufovymi signaly prenasime binérni soubor. Je proto pomeérné vysoka pravdépodobnost chyby
u kazdého bitu: 0 se jako 0 prenese jen s pravdépodobnosti 0.9, 1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8.
Predpokladejme (trochu neseridzné), ze jednotlivé znaky se prenasi nezavisle. Déle predpokladejme, Ze
ve vysilané zpravé je stejné nul a jednicek.

(a) Pokud jsme dostali signél 0, jaké je pravdépodobnost, Ze byl opravdu vyslan?

(b) Dostali jsme zpravu 0010. Jaka je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vyslana?

(c) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol tiikrat (a pak vezmeme
Cast&jsi z téch tif pokusi)?



