7. CVICENI Z UVODU DO APROXIMACI

Zbytky: Po 3 nezavislé bity, paralelni algoritmy a/nebo parovéani algebraickymi metodami

D: Mnozina nahodnych proménnych Xi,... X, je po k nezdvisld, jestlize pro kazdou podmnozinu
I C{1,...,n} s |I| <k apro kazdé hodnoty ¢;, plati nezéavislost pravdépodobnosti:

Pr\(X; = o)) = [[ PriX: = ci.

icl iel

PRIKLAD PRVNI Vime, Ze k plné nezavislych nahodnych biti staci pro vygenerovani 2% — 1
po dvou nezavislych nahodnych bitu. Otazkou tedy je, kolik jich zvladneme vygenerovat, pokud maji
byt po trech nezavislé.

Piekvapivé lze vygenerovat 2F~1 po t¥ech nezavislych nahodnych biti. Zbyva ukazat jak.

Tip: Podobna konstrukce jako v prvnim piikladu.

Paralelni algoritmy

PRIKLAD DRUHY Vymyslete deterministicky paralelni algoritmus, ktery pro graf G = (V| E)
a danou mnozinu X C V rozhodne v ¢ase O(log|E|) a s O(|E|) procesory, jestli X je maximéalni
nezavisla mnozina (v inkluzi).

PRIKLAD TRETI Definujme mazimdini pdrovdni (v inkluzi) v grafu jako takové parovani, do
které¢ho uz nejde doplnit zadna hrana (bez mazani).

Navrhnéte rychly randomizovany paralelni algoritmus, ktery najde maximalni parovani v grafu.

PRIKLAD CTVRTY  Navrhnéte randomizovany paralelni algoritmus, ktery vygeneruje uniformné
nahodnou permutaci s n prvky. Konkrétné vymyslete algoritmus typu ,Las Vegas®“ — algoritmus se
nesmi splést a jeho doba béhu je polylogaritmicka ve stfedni hodnoté. Tento algoritmus se bude lisit
od algoritmu z prednasky, takze ho vytvofime po krocich:

a) NaSe TeSeni stavi na prostych funkcich. Necht mame mnoziny X = {1,...n} a ¥ = {1,...,m},
m > n. Jaka je pravdépodobnost, Ze uniformné nahodné funkce f : X — Y je prosta?

b) Predpokladejte, ze jste dostali uniformné nédhodnou prostou funkci f : X — Y. Dokazete z ni
udélat uniformné nahodnou permutaci?

c) Dokazete rychle otestovat, jestli je dana funkce f : X — Y prosta?

d) Nyni v8e slozte do vysledného algoritmu a vhodné dosad’te za m.



Perfect matchings

PRIKLAD PATY Dokaite, Ze hodnost Edmondsovy matice bipartitniho grafu G je rovna
velikost nejvétsiho parovani v G.

Edmondsova matice bipartitniho grafu G = (U, V, E) s paritami U = {uy,...,u,} aV = {vy,...,v,}
(obé& s n vrcholy) je definovana jako matice polynomt B velikosti n x n takto:

Tyj if (Uz‘,?]j) ek
Bi; = .
0 otherwise

Podobny vysledek plati pro obecné grafy: hodnost Tutteho matice grafu GG je rovna dvojndsobku
velikosti nejvétsiho parovani v G.

Tutteho matice grafu G = (V, E) s n vrcholy je definovana jako matice polynomu T velikosti n X n
takto:
zy;  if (v,v;) € Eji < j
Ty = —xj if (v,v;) € Eyi>j
0 otherwise

Matice je antisymetricka: T;; = z;; a Tj; = —x;; pro @ < j.



