6. CVICENI Z UVODU DO APROXIMACI

Hagovéni, hashovani a heSovani. A jesté po dvou nezévislé proménné.

D: Mnozina nadhodnych proménnych Xi,... X, je po k nezdvisld, jestlize pro kazdou podmnozinu
I C{1,...,n} s |I| <k apro kazdé hodnoty ¢;, plati nezéavislost pravdépodobnosti:

Pri\(X; = )] = [ [ PriX; = il
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Hasovaci funkce budou pro nas funkce h: U — HT', kde U je univerzum s |U| = m a HT je haSovaci
tabulka s |HT| = n.

D: Rodina funkei H je (slabé) k-univerzdilni, jestlize pro kazdé navzajem ruzné xy,zs,...xx € U a

hasovaci funkci h vybranou uniformné ndhodné z H plati
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Pry[h(z1) = h(z2) = ... = h(xy)] <

To znamené, ze pro ndhodnou h ze slabé k-univerzalni rodiny je malé pravdépodobnost, ze se k
prvki zahasuje do stejné bunky HT.

D:Rodina funkci H je silné k-univerzdlni, jestlize pro kazdé navzajem ruzné xi,xs,...x; € U, pro

kazdé (ne nutné ruazné) hodnoty yi, ya, ..., yx € HT a haSovaci funkci h vybranou uniformné nahodné
z H plati
1

Neboli, rodina je silné k-univerzdlni, jestlize muzeme zahasovat k prvka uniformné nahodnou hasovaci
funkci a jejich bunky se budou chovat, jako bychom je vybrali uniformné nahodné.

PRIKLAD PRVNI Jednou ze zajimavych aplikaci této teorie je derandomizace pomoci po
dvou nezavislych ndhodnych proménnych (¢ jen biti) misto plné nezavislych proménnych. Ukazte,
ze mizeme vygenerovat hodné po dvou nezavislych nahodnych bitii pomoci jen nékolika nezavislych
nadhodnych bitd, tedy binarnich ndhodnych proménnych, kde obé hodnoty maji pravdépodobnost
0.5.

Pfesnéji, mame k plné nezavislych ndhodnych bitt x1, 22, 23, . . ., 2 a chceme vytvorit 2¥ —1 po dvou

nezavislych ndhodnych bitt yq, yo, ..., Yor_;.

PRIKLAD DRUHY Méjte k ndhodnych biti. Definujme X, ; pro 1 <i < j < k jako indikator,
jestli 4-ty a j-ty nahodny bit jsou stejné. Ukazte, Ze X;; jsou po dvou nezavislé, ale ne po tfech
nezavislé.

PRIKLAD TRETI Na pfednésce jste vidéli, ze rodina funkei h,p(z) = ax + b mod p je silné
2-univerzalni, kdyz U i HT maji stejnou velikost rovnou prvocislu p.

To neni moc praktické, protoze vétsinou potiebujeme, aby U bylo obrovské a hasovaci tabulka
rozumné velka. Proto predpokladejme, ze |U| = m , |HT| = n a p > m. Dokazte, ze skoro ste-
jna rodina H = {hep|l <a<p—1,0<b<p—1} s funkcemi

hop(z) = (ax +b mod p) mod n

je slabé 2-univerzalni.



Dukaz muze jit asi takto: pro dané x; # xs, chceme spoéitat pocet dvojic (a,b), které zpusobi, ze x4
a To se zahasuji na stejnou pozici.
1. Pouzijte silnou 2-univerzalitu nebo pifimy argument, Ze pro danou ctvefici x1,z2 a ¢, d €
{0,...p — 1}, existuje pravé jedna dvojice (a,b) takova, ze

ary+b=c modp a axrs +b=d mod p.

2. UkaZte, Ze misto pocitani dvojic (a, b) zpuisobujicich kolize mtiZeme pocitat dvojice (¢, d) takové,
ze c#dac=d mod n.
3. No a nakonec tyto dvojice (¢, d) spoctéte.

PRIKLAD CTVRTY  Vime, Ze k nezévislych nahodnych bitt staéi pro vygenerovani 28 — 1 po
dvou nezavislych nahodnych biti. Otazkou tedy je, kolik jich vygeneruje, pokud maji byt po tiech
nezavislé.

Prekvapivé lze vygenerovat 2°=! po t¥ech nezévislych nahodnych bitt. Zbyva ukazat jak.

Tip: Podobné konstrukce jako v prvnim prikladu.



