UVOD DO APROXIMACI - DU3

Deadline: nedéle 4. 2. 2018 23:59 AoE

Ukoly odevzdavejte nejlépe elektronicky (ve formatu PDF, ODT, ...nebo i jen jako text emailu).
Naskenované ¢i kvalitné vyfocené papiry jsou téz piijimany, pokud lze vSe precist bez problémi.
Osobni odevzdani na papife je tézZ mozné, kdyz mé zastihnete v S320. Nebojte se napsat, pokud
néjaké zadani neni jasné nebo vam piijde, Ze v ném néco chybi.

PRVNI DOMACI UKOL Paralelni hladové barveni grafu [5 bodi]
Uvazme grafy s maximalnim stupném nejvyse A. Hladovy algoritmus takové grafy snadno nabarvi
A + 1 barvami, ale neni viubec jasné, jak ho paralelizovat. Navrhnéte a zanalyzujte rychly paralelni
pravdépodobnostni algoritmus, ktery takovy graf s velkou pravdépodobnosti spravné obarvi A + 1
barvami.

Muzete predpokladat, ze A je parametr algoritmu — vSechny procesory tedy na zacatku znaji A.
Nicméné, A muze byt tak velké jako pocet vrcholu.

Tip: Mize se hodit stavét na zakladech z prednasky.

DRUHY DOMACI UKOL Jednodussi skoro 2-univerzalni hasovaci funkce [5 bodi]
Necht n je celé ¢islo a p > n je prvocislo. Na cviceni jsme ukazali, Ze rodina

H:{ha,b”Sagp_lvogbgp_l}a

kde hop = (az +b mod p) mod n, je (slabé) 2-univerzalni.

Uvazme nyni hasovaci funkce h, = (az mod p) mod n a rodinu
H ={h.l1 <a<p-—1}.

Najdéte priklad, Ze tato rodina neni 2-univerzalni a pak dokazte, Ze H' je skoro 2-univerzalni. Piesnéji
dokazte pro kazdé x,y € {0,1,...,p — 1}, 2 # y, Ze jestlize h je uniformné ndhodna funkce z H' pak
plati

Pr{h(z) = h(y)] <

SN

TRETI DOMACI UKOL Dolni odhad pro silné 2-univerzalni hasovaci funkce po-
moci LA [6 bodu]
Silné 2-univerzalni hasovaci funkce jsou definovany z prednasky takto: Rodina funkei H (kde vSechny
funkce jsou hasovaci, ¢ili h: U — HT) je silné 2-univerzalni, pokud pro libovolnou étvefici x, 2" #
x,y,y plati:

1
P nhodna z #[P(7) =y A (') = ] = TR
Na cviceni jsme si ukazovali, ze pro kazdé |U| = 2" |HT| = 2™ existuje slabé 2-univerzalni rodina,
ze které lze vybrat ndhodnou funkei pomoci O(m + n) nadhodnych biti. Stejny fakt plati i pro silné
2-univerzalni rodiny.
Nasim cilem je ukazat asymptotickou tésnost daného odhadu; bude nam k tomu slouzit lineérni
algebra. Predpokladejme tedy, Ze mame libovolnou silné 2-univerzalni hasovaci rodinu H.

1. Dokazte, ze je-li |U| > 2, tak |H| > |HT|?.



2. Dokazte, ze je-li |[HT| = 2, tak |H| > |U| + 1.

Tip: Pomoci funkei z H sestavte pro kazdé = jeden vektor v, z Rl se soufadnicemi jen +1 tak,
aby kazda dvojice v, a v, byla na sebe ortogonélni. Co tato mnozina vektoru fikd o dimenzi
RI™? A proé¢ je prava strana |U| + 1 a ne jen |U]?

3. Zobecnéte predchozi postup a dokazte, ze pro obecnou velikost |HT'| plati

|H| > |U|(|HT| —1) + 1.

Tip: Pomocf funkef z H sestavte pro kazdé = celkem |HT|— 1 vektorti v,, € R* takovych, ze
pro jedno x jsou vSechny v, , linedrné nezavislé, a pro dvé rizna = # z’ a libovolné y,y’ jsou
vektory v, , a vy, na sebe ortogondlni. Co tato mnozina vektori fika o dimenzi RII7

4. 7 predchozich bodu odvodte, ze pokud |U| = 2" a |[HT| = 2™, tak pro vygenerovani nahodné
funkce z H je potieba alespon (max(n,m) 4+ m) bitl, coZ je asymptoticky tésny dolni odhad.

CTVRTY DOMACI UKOL Problém k dodavatela [5 bodi]
V metrickém PROBLEMU k DODAVATELU mame na vstupu m + n bodi, kde m z nich jsou predem
oznaceni jako dodavatelé a zbyli jsou zdkaznici. Mezi v8emi témito body je metrika (spliujici tro-
jihelnikovou nerovnost). Ukolem v tomto problému je vybrat k dodavateli tak, Ze minimalizujeme
nejdelsi vzdalenost mezi zékaznikem a jeho nejbliz§im vybranym dodavatelem.

Navrhnéte a zanalyzujte 3-aproximacni algoritmus pro PROBLEM k DODAVATELU.

Tip: Tento problém je podobny PROBLEMU k CENTER, ktery byl na cviceni a jehoz aproximace je
popsana v knize Williamson, Shmoys, kapitola 2.2. (kniha je dostupna na internetu, odkaz najdete
na strankach cviceni).

PATY DOMACI UKOL Bonus: implementace aproximac¢niho algoritmu na TSP
[7 body]

Vyfteste prvni nebo druhy tkol z tieti série tikoli minuly rok: http://iuvuk.mff.cuni.cz/ bohm/
16-17/apxintro/03-hw-en.pdf. Tedy napiste implementaci 2-aproximac¢niho kostrového algoritmu
pro TSP (za 4 body), nebo implementujte Christofidestiv algoritmus (za 7 bodu).

Plati stejné podminky jako loni (s vyjimkou terminu a po¢tu bodit). Specialné je tentokrat zakazana
spoluprace na Teseni.
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