UVOD DO APROXIMACI - DU1

Deadline: pondéli 20. 11. 2017 15:39. Ukoly odevzdavejte nejlépe elektronicky (ve formatu PDF,
ODT, ...nebo i jen jako text emailu). Naskenované ¢i kvalitné vyfocené papiry jsou téz piijiméany,
pokud lze v8e precist bez problémii. Dalsi moznosti je odevzdat feSeni na papife na zacatku cviceni
ten samy den. Nebojte se napsat, pokud néjaké zadani neni jasné.

PRVNI DOMACI UKOL Rozcvicka se Zetony [3 body]
Mame deset zetonu s hodnotami 1 az 10. Kdyz je rozdélime na dvé skupiny zvlast liché a zvlast sudé,
bude pramér skupin 5 pro liché a 6 pro sudé.

a) Je mozné zetony preusporadat do dvou jinych skupin tak, Ze se prumér obou skupin ostie zvysi?
Pokud ne, tak to zdivodnéte — a pokud ano, tak rozdéleni ukazte.

b) Je mozné zetony preuspoiadat do dvou jinych skupin tak, Ze pramér obou skupin bude vétsi nez
5,57

DRUHY DOMACI UKOL Steinertiv strom [5 bodi]
V problému Steinerova stromu je dan souvisly neorientovany graf G = (V, E), ceny hran ¢ : E — R*
a mnozina terminala R C V. Pfipustnym FeSenim je podmnozina hran E’ C E takova, ze graf
G’ = (V, E') ma vSechny terminaly v jedné komponenté. Cilem je najit co nejlevnéjsi takovou mnozinu
hran E', ¢ili min ) . c(e). Vasim tkolem je nalézt 2-aproximacni algoritmus.

Hint: Zactnéte s variantou, kdy hrany grafu spliwji trojuhelnikovou nerovnost (tedy, nejkratsi cesta
mezi vrcholy spojené hranou e je tato hrana e).

TRETI DOMACI UKOL Rozvrhovani na strojich s rychlostmi [6 bodii]
Mame m stroju s rychlostmi s; > s9 > -+ > s,,,, na které chceme rozvrhnout n tloh (tj. tak, aby se
jeden stroj vzdy zpracovaval maximalné jednu tlohu), pfi¢emz zpracovani j-té tlohy na i-tém stroji
trva p;/s; ¢asu, kde p; je délka tulohy. (Rozvrh vzdy za¢in v ¢ase 0 a dvé ulohy samoziejmé nemohou
béZet najednou na jednom stroji.)

O algoritmu bézicim v polynomialnim case fekneme, Ze je p-relaxovanym rozhodovacim algoritmem,
pokud navic ke vstupu dostane ¢islo D a bud (I) vytvori rozvrh takovy, Ze vSechny tlohy jsou splnéné
do ¢asu pD, nebo (II) vrati, ze neexistuje zadny rozvrh, ktery stihne vSechny tulohy do ¢asu D.

a) Nejprve ukaZte, ze existence p-relaxovaného rozhodovaciho algoritmu implikuje existenci p-apro-
ximac¢niho algoritmu.

b) Dale dokaizte, ze nésledujici algoritmus je 2-relaxovany rozhodovaci algoritmus: Nejprve pro kaz-
dou ulohu j ur¢ime jeji typ ¢, coz bude ¢islo nejpomalejsiho stroje, ktery stihne tlohu j do ¢asu
D (tedy maximalni ¢ takové, ze p;/s; < D). Pokud pro né&jakou tlohu j neexistuje stroj, ktery ji
stihne do ¢asu D (tedy p;/s1 > D), algoritmus ihned skon¢i s vystupem (II).
Po urceni typt zacne stroj ¢ zpracovavat tlohy typu ¢ tak, Ze po skonceni kazdé tlohy j pokracuje
takto:

e Pokud j skon¢i v ¢ase D nebo pozdéji, stroj se zastavi a uz nic nezpracovava.

e Pokud neni dostupna tloha stejného typu jako typ ulohy j (tj. neni dokoncen4 ani zapocata),
stroj zacne zpracovavat tlohu nasledujiciho dalstho typu (pro néjz uz existuje dostupna
tloha). Stroj i tedy nejdiive zpracovava tlohy typu i, pak typui+ 1,i+2,...

e Jinak zacCne zpracovavat ulohu stejného typu jako tloha j.

Pokud nejsou timto zptusobem rozvrzeny vSechny tlohy, skon¢i algoritmus s vystupem (II), jinak
vrati vytvoreny rozvrh obsahujici vSechny tlohy.



CTVRTY DOMACI UKOL Hledani TSP instanci [6 bodi]

a) Naleznéte nekonecnou t¥idu grafi, ktera dokazuje, ze Christofidestiv algoritmus pro metrické TSP
neni lepsi nez 3/2-aproximacni.
Pfesnéji feceno, pro nekoneéné mnoho n zkonstruujte graf GG,, s n vrcholy, aby platilo, ze

ALG(G,) 3

OPT(G,) 2

pro n — oo, kde ALG(G),) je cena TeSeni algoritmu a OPT(G,,) cena optimélniho feseni. Stejné
jako na cviceni si muzete zvolit chovani algoritmu tam, kde je vice moznosti, napt. pokud mé graf
vice miniméalnich koster.

b) V asymetrickém TSP hledame v orientovaném grafu nejkratsi sled, ktery navstivi kazdy vrchol.

Trojuhelnikova nerovnost plati stéle, nemusi v8ak platit symetrie d(u,v) = d(v,u). Ukazte, zZe
kostrovy algoritmus neni pouzitelny na zadnou dobrou aproximaci (tj. neni konstantné, ani tieba
O(log n)-aproximaéni). Kostrovy algoritmus poc¢itd minimélni kostru na grafu, v némz zapomen-
eme orientaci hran.
Hint: Najdéte orientovany graf, ktery ma vSechny hrany délky 1, az na k hran, jeZz jsou naopak
velmi dlouhé. Optimalni feSeni pouzije pouze jednu dlouhou hranu, kdezto obchazeni né¢jaké min-
imélni kostry (a pouzivani zkratek) pouzije v8ech k dlouhych hran. Jak dlouhé mohou byt tyto
dlouhé hrany? (Muzete samoziejmé pouzit i jiny pristup k feseni.)

PATY DOMACI UKOL Bonusovy priklad: kubické grafy bez mosti [5 bodu]
Uvazujme kubicky, hranové 2-souvisly graf G. (Kubicky znamené, ze graf ma vSechny stupné rovny
3, a hranové 2-souvisly znamena, ze neobsahuje most, ¢ili hranu, po jejimz smazani se stane nesou-
vislym.) Graf neni ohodnoceny, ¢ili vSechny hrany maji délku jedna.

1. Dokazte, ze takovyto graf ma TSP sled délky nejvyse 4|F|/3.

2. Dokazte, ze kdyz uvazime mnohostén perfektnich parovani, tak bod (1/3,1/3,1/3,...,1/3)

vzdy lezi v mnohosténu.

Mnohostén perfektnich parovdani vypada takto (jde o mnozinu pfipustnych feseni nasledujiciho linearniho
programu):

YveV: Z Te=1

VS CV,S # 0,]S] liché velikosti: >z, >1
ecE(S,V\S)

Vee E: Te >0

Jako fakt muZzete pouzit, ze tento mnohostén je roven konvexnimu obalu (charakteristickych vektort)
perfektnich parovéani.



