11. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Totalni unimodularita

D: Mnohostén nazveme celociselnym, pokud ma vSechny vrcholy celoc¢iselné.

D: Ctvercova matice M € Zm<n je unimoduldrni, pokud det M € {—1,1}.

T: Soucin a inverze unimodulérnich matic jsou unimodularni matice.

T: Unimodularni matice jsou praveé ty celocislené matice, jejichz inverze je celoc¢iselné.
T: Necht A je celo¢iselna matice. Pak mnohostén {z|Az = b,z > 0} je celociselny

pravé tehdy, kdyz Ap (matice se sloupci z baze B) je unimodularni pro kazdou bazi
B.

D: Matice M € R"™*"™ je totdlné unimoduldrni, pokud determinant kazdé jeji ctvercoveé
podmatice je roven —1,0 nebo 1.

T: Uvazme linearni program max c’z, Az < b, x > 0, kde b je celo¢iselny vektor a A
je totalné unimodularni matice. Pak je mnohostén ptipustnych reseni celociselny:.

T (Disledek piedchozi véty): Uvazme celoéiselny program ILP: maxcle, Ax < b,
r >0, x € Z a jeho linearni relaxaci LP: maxc’x, Az < b, x > 0. Pokud je b
celo¢iselny vektor a A totalné unimodularni, pak vrcholové optimalni feseni LP je
optimalnim fesenim ILP.



PRIKLAD PRVNI Méjme matici A velikosti m X n, jejiz fadky jdou rozlozit na dvé
skupiny B a C. Necht také plati:
o Ac {-1,0,1}m*™
e Kazdy sloupec obsahuje nejvyse 2 nenulové hodnoty.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden
radek patii do B a druhy do C.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A rtzné znaménko, tak oba
radky patii do B, nebo oba patii do C.
Dokazte, ze A je potom totalné unimodulérni.

Tip: Dokazujte indukei podle velikosti ¢tvercové podmatice. Zacénéte tim, Ze eliminu-
jete pripady, kdy v jednom sloupci je nejvyse 1 nenulova hodnota.

PRIKLAD DRUHY Dokazte, ze kazda matice incidence orientovaného grafu je to-
talné unimodulérni.

PRIKLAD TRETI Dokazte, ze matice incidence neorientovaného grafu je totalné
unimodularni pravé tehdy, kdyz graf je bipartitni. Plyne z tohoto tvrzeni snadné hle-
dani celociselnych feseni nékterych problému?

PRIKLAD CTVRTY Naleznéte celo¢iselny mnohostén {x : Ax < b,x > 0}, kde A je
matice alespon 3 x 3 a A i b jsou celociselné, ale A neni totalné unimodularni. Muze
navic A obsahovat pouze prvky —1, 0 a 17 A co kdyz zakdzeme i —17

PRIKLAD PATY Rozhodnéte, jestli je zadand matice totalné unimodularni:
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