12. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Primarné-dualni algoritmy

D: Mg¢jme optimaliza¢ni problém a ozna¢me OPT hodnotu ucelové funkce pro optimélni reseni.
Rekneme, Ze algoritmus A je k-aproximacni pro dany problém, pokud A vraci pfipustné feSeni a
hodnota tucelové funkce tohoto FeSeni je A < k- OPT (pokud minimalizujeme, pro maximalizaci
chceme A > OPT/k).

Pozorovdni: Pro kazdé feSeni minimalizacniho ILP a jeho LP relaxace plati, ze OPTp < OPTp
(resp. OPTyp > OPTypp pro maximalizaci).

D: Pro graf G = (V, E) se dvéma vyznaénymi vrcholy s, ¢ minime s, t-fezem jakoukoli podmnozinu
SCV,seSté¢s.

Par prikladi z pisemky:

PRIKLAD PRVNI Zformulujte celoc¢iselny linedrni program pro NP-uplny problém MAXCUT.
Mame zadany graf s kladné ohodnocenymi hranami a chceme najit rozdéleni vrcholi do dvou skupin
takové, ze celkova vaha hran vedoucich mezi skupinami je co nejvétsi. Jinymi slovy hledame nejvétsi
hranovy fez v grafu.

PRIKLAD DRUHY Mame mnohostén v R* uréeny jako konvexni obal této mnoZiny vrcholi:

(—3,0,0,0) (1)
(—=1,0,0,2) (2)
(0,2,0,0) (3)
(1,4,1,0) (4)
(3,0,0,0) (5)

Pro ¢tvefici vrcholu (1),(2),(3),(4) spocitejte rovnicovy popis {x € Ri|cTz = b} nadroviny, na
které vSechny 4 body lezi. Rozhodnéte také, je-li tato nadrovina secna, tecnd nebo mimobézna vici
zadanému mnohosténu.

PRIKLAD TRETI Pro problém vrcholové 3-obarvitelnosti grafu vymyslete nejdiive vhodny
celociselny linearni program. Tento program pouze otestuje, zda-li je zadany graf 3-obarvitelny.

Pak tento program zrelaxujte a zdualizujte.

PRIKLAD CTVRTY Na zacatku cviceni jste vidéli 2-aproximaéni algoritmus pro VAZENE VR-
CHOLOVE POKRYTI, ve kterém se vygenerovala dvojice pfipustnych feseni (x, y). Tato dvojice piipust-
nych feSeni vétsinou nebude optimélni, protoze to je jen 2-aproximace. Zdtivodnéte, které podminky
véty o komplementarité budou poruseny.



PRIKLAD PATY Na obrazku je bipartitni graf, ktery ma u hran napsané ceny a u vrchola
reseni dualniho programu k perfektnimu parovani minimalni ceny. DokaZte, Ze toto FeSeni je optimalni.
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Dale se zkuste zamyslet, jaké rizné moznosti mate pro dokazéani, Zze dané feSeni je optimélni.

PRIKLAD SESTY M¢jme LP pro hledani nejkratsi cesty z bodu s do bodu ¢ v grafu ohodno-
ceném nezapornymi délkami cest jako {0, 1}-celo¢iselny program. LP obsahuje podminku pro kazdy
s, t-fez v grafu. Mé&jme také dual.

Primar: Dual:
min Z Cee max Z Ys
i=1 S
VS s, t-fez : 2%21 Vee E . Z Ys < Ce
e€d(S) S s, t-fez:e€d(S)
Vee £z, € {0,1} VS s, t-fez 1 yg > 0

(6(S) jsou hrany vedouci z S do dopliku.)
Nyni uvazte nésledujici algoritmus:

1. 4 < 0, kde y je vektor dualnich proménnych.

. F < () — nepfipustné feSeni priméalu.

. Dokud neexistuje s, t-cesta v G[F:

Uvazme (jedinou) souvislou komponentu C' v grafu G[F| obsahujici s.
Zvysujte hodnotu yeo, dokud n&jakd podminka (odpovidajici e) nebude tésna.
Pridejte e do F.

7. Pro kazdé e € F"

8. Pokud G[F'\ {e}] obsahuje s, t-cestu, tak odeber e z F'.

9. Vrat F jako nejkratsi s, t-cestu

o ot w

Dokazte, ze tento algoritmus najde nejkratsi cestu.

Domaci tukoly

Deadline na odevzdani: 20. ¢ervna.

DESATY DOMACI UKOL [2 body]

Na obréazku je zadan graf a u jeho vrcholu je pripustné feseni relaxovaného linedrniho programu pro
maximalni nezavislou mnozinu: 1

max 5 Ty

Vee F:x,+x,<1
YoeV iz, >0

0

S uzitim komplementarity ovéite, jedna-li se o optimalni Feseni.



