10. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Totalni unimodularita a komplementarita

D: Matice M € R"™*" je totdalné unimoduldarni, pokud determinant kazdé jeji ctvercove
podmatice je roven —1,0 nebo 1.

D(Volnost): Mé&jme soustavu linearnich nerovnic (S) a v ni j-tou nerovnost
a;1%1 + ajoxe + aj3xr3 + ...+ ajx, < b;.
Mé&jme také néjaky vektor a’.
Pak volnost (slack) j-té nerovnosti vici feseni x’ je sg-s) =b; — > ' a;x,. Viimnéme
si, ze pro pripustna feseni vzdy plati 3§S) > 0.
T (Komplementarita): Mé&me linearni program (P) a jeho duél (D) v nésledujici formé:
max ¢l z, Az < b,z > 0, (P)
min bl y, ATy > ¢,y > 0. (D)
Méjme také dvojici pripustnych feSeni primalu a duélu (z*,y*). Pak plati néasledujici
véta: Dvojice (x*,y*) je dvojici optimalnich Teseni pravé tehdy, kdyz plati:

Vie{l,...,n}: a5, =0, (1)

: P)
V]E{l,...,m}:s§)~yj20. (2)
PRIKLAD PRVNI Méjme matici A velikosti m X n, jejiz fadky jdou rozlozit na dvé

skupiny B a C. Necht také plati:
e Ac{-1,0,1}m "
e kazdy sloupec obsahuje nejvyse 2 nenulové hodnoty,
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden
radek patii do B a druhy do C.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A rizné znaménko, tak oba
radky patif do B, nebo oba patii do C'.
Dokazte, ze A je potom totalné unimoduléarni.

Tip: Dokazujte indukci podle velikosti ¢tvercové podmatice. Zac¢néte tim, ze eliminu-
jete pripady, kdy v jednom sloupci je nejvyse 1 nenulova hodnota.

PRIKLAD DRUHY  Dokazte, Ze kazda matice incidence orientovaného grafu je totalné
unimodularni.

PRIKLAD TRETI Dokazte, ze matice incidence neorientovaného grafu je totalné
unimodularni pravé tehdy, kdyz graf je bipartitni. Plyne z tohoto tvrzeni snadné
hledani celociselnych teseni nékterych problému?



PRIKLAD CTVRTY  Naleznéte celo¢iselny mnohostén {x : Az < b,x > 0}, kde A je
matice alesponn 3 X 3 a A i b jsou celociselné, ale A neni totalné unimodularni. Miuze
navic A obsahovat pouze prvky —1, 0 a 17 A co kdyz zakdZzeme i —17

PRIKLAD PATY Franta opsal od souseda pii pisemce z Optimalizaci pripustné
feSeni dudlu a zadani primalu. Primal je:

max 3xq + 3x9 + 6x3 + 41y
1+ 200+ 3r3+ 14 <5
T+ 2o+ 203+ 34 =3
T+ a9+ 23>1

T1,x2,T3,T4 2 0

Piipustnym fesenim dualu je: y = (4,0, 0). Uloha se viak ptala na to, je-li feSeni dualu
optimem nebo ne. Dofeste tlohu za Josefa.

Domaci tkoly

Deadline na odevzdani je zacatek cviceni za 3 tydny od zadani.

OSMY DOMACI UKOL [3 body]
Pro graf G = (V, F) uvazme relaxovany linearni program pro perfektni parovani:

YveV: Z Tup = 1

ueV:.uwvel
Yuv € E : xyp > 0

1. Pro kazdé n > 3 naleznéte souvisly graf na n vrcholech takovy, Ze relaxovany LP
nema pripustné reSeni.

2. Dokazte, ze pokud existuje £’ C F takova, ze kazda komponenta (V, E’) je bud
licha kruznice nebo hrana, potom relaxovany LP mé pripustné reSeni.

3. Dokazte, ze pokud existuje pfipustné reseni, pak existuje pripustné polo-¢iselné
feseni, tedy TeSeni, které je méa hodnoty proménnych 0, 1/2 a 1.



