
1. Určete, zda následuj́ıćı jsou lineárńı zobrazeńı:

(a) f : R→ R, kde f(x) = 0

Řešeńı: Zobrazeńı f : U → V je lineárńı zobrazeńı, pokud U, V jsou vektorové prostory
nad t́ım samým tělesem T a plat́ı:

i. ∀u1, u2 ∈ U : f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2)

ii. ∀u ∈ U,∀α ∈ R : f(αu) = αf(u)

Ověř́ıme dle definice. Ano.

(b) f : R→ R, kde f(x) = x

Řešeńı: Ano.

(c) f : R→ R, kde f(x) = −2x

Řešeńı: Ano.

(d) f : R→ R, kde f(x) = 1

Řešeńı: Ne, nebot’ např́ıklad: 1 = f(3 · 4) 6= 3f(4) = 3 · 1 = 3. Dokonce ani prvńı
podmı́nka neplat́ı: 1 = f(1 + 2) 6= f(1) + f(2) = 1 + 1 = 2.

(e) f : R→ R, kde f(x) = x2

Řešeńı: Ne, např́ıklad 4 = f(2 · 1) 6= 2f(1) = 2.

(f) f : R2 → R2, kde f((x, y)
T

) = (x+ y, x− y)
T

Řešeńı: Ano.

(g) f : R2 → R2, kde f((x, y)
T

) = (x− y, x− y)
T

Řešeńı: Ano.

(h) Necht’ A ∈ Rm×n, definujme zobrazeńı f : Rn → Rm následovně f(v) = Av.

Řešeńı: Ano (použijeme co známe o násobeńı matic). O matici A ř́ıkáme, že reprezen-
tuje zobrazeńı f v̊uči kanonické bázi – je to matice zobrazeńı f v̊uči kanonické bázi:

K [f ]K = A
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2. Dokažte, že lineárńı zobrazeńı je plně určeno t́ım, kam zobraźıme bázové vektory. Tedy pokud
máme zadáno f(bi) = b′i pro b1, . . . , bn bázi umı́me jednoznačně určit f(v) pro libovolný
vektor v.

Řešeńı: Postupně rozeṕı̌seme podle definice lineárńıho zobrazeńı. Tedy pokud máme bázi
B = {b1, b2, . . . , bn} a vektor se souřadnicemi [v]B = (a1, a2, . . . , an), tedy

v =

n∑
i=1

aibi

pak můžeme psát:

f(v) = f

(
n∑

i=1

aibi

)
(definice lineárńı funkce f(u+ v) = f(u) + f(v))

=

n∑
i=1

f(aibi) (definice lineárńı funkce f(αu) = αf(u))

=

n∑
i=1

aif(bi)

2



3. Necht’ je zobrazeńı f : R2 → R2 dané:

f

((
1
0

))
=

(
3
4

)
f

((
0
1

))
=

(
−1
1

)
(a) Určete matici zobrazeńı f v̊uči kanonické bázi K =

{
(1, 0)T , (0, 1)T

}
:

Řešeńı: Využijeme významu té matice, v́ıme, že:

K [f ]K

(
1
0

)
= f

((
1
0

))
K [f ]K

(
0
1

)
= f

((
0
1

))

Tedy jasně vid́ıme, že:

K [f ]K =

(
3 −1
4 1

)

(b) Určete obraz f((6, 5)T ).

Řešeńı: Př́ımo dle definice máme:

f

(
6

(
1
0

)
+ 5

(
0
1

))
= 5f

((
1
0

))
+ 6f

((
0
1

))
= 5

(
3
4

)
+ 6

(
−1
1

)
=

(
9
26

)

Pro nás bude ale mnohem př́ınosněǰśı toto poč́ıtat pomoćı maticového násobeńı:(
3 −1
4 1

)(
6
5

)
=

(
9
26

)

(c) Mějme zobrazeńı g : R2 → R2 dané: g(x, y) = (x− y, 2y − 2x)
T

, sestrojte matici zobra-
zeńı g v̊uči kanonické bázi.

Řešeńı: Toho, že máme zobrazeńı zadané trošku nezvykle se nezalekneme. Stač́ı za x, y
dosadit libovolně, např́ıklad:

g(1, 0) = (1,−2)T

g(0, 1) = (−1, 2)T

Tedy rovnou můžeme psát:

K [g]K =

(
1 −1
−2 2

)

(d) Sestrojte matici zobrazeńı h = f ◦ g, tedy h(v) = f(g(v)).
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Řešeńı: Odvod́ıme, že složeńı zobrazeńı odpov́ıdá násobeńı matic. Vı́me, že pro každý
v ∈ R2 plat́ı:

(f ◦ g)(v) = f(g(v))

= f (K [g]K [v]K)

= K [f ]K (K [g]K [v]K)

= (K [f ]KK [g]K) [v]K

= K [f ◦ g]K [v]K

Všude jsme se
”
tahali“ se souřadnicemi. V daľśım př́ıpadě uvid́ıte, že to má velice dobrý

d̊uvod. Jen poznámka na okraj: tady nám stač́ı jediné K, nebot’ se vždy jedná o bázi
jednoho a toho samého prostoru. Obecně pokud máme vektorové prostory U, V,W a
lineárńı zobrazeńı g, f, h kde g : U → V , f : V →W , h : U →W kde h = f ◦g a A,B,C
jsou po řadě báze prostor̊u U, V,W , pak můžeme psát:

C [f ]B [x]B

Nebo obecněji celý ten přepis ještě jednou:

(f ◦ g)(v) = f(g(v))

= f (B [g]A[v]A)

= C [f ]B (B [g]A[v]A)

= (C [f ]BB [g]A) [v]A

= C [f ◦ g]A[v]A

Všimněte si, že vždy
”
sousedńı ṕısmenka souhlaśı“. To znamená, že pokud máme

vyjádřenou matici zobrazeńı tak, že bere souřadnice v nějaké bázi, tak ji muśıme zprava
násobit vektorem souřadnic v té dané bázi.

Tohle všechno se může zdát trochu strašlivé, ale rozmyslete si, že jsme jen řekli (pro
naše p̊uvodńı zadáńı):

K [f ◦ g]K = K [f ]KK [g]K

=

(
3 −1
4 1

)(
1 −1
−2 2

)
=

(
5 −5
2 −2

)
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(
1
0

)
(

0
1

)

Obrázek 1: Původńı netransformovaná květina.

4. Určete matice lineárńıch zobrazeńı v rovině.

• identita

Řešeńı: Na obrázku 1 vid́ıme květinu rostoućı z počátku souřadnic, která ještě neńı
lineárně transformovaná. Stejně je znázorněná p̊uvodńı mř́ıžka 3x3, která je v tomto
př́ıpadě překrytá jej́ı lineárně transformovanou kopíı. Černé šipky představuj́ı p̊uvodńı

vektory

(
1
0

)
a

(
0
1

)
a červené šipky s popisky jejich obrazy (v tomto př́ıpadě opět

splývaj́ı). Zobrazeńı je identita a je samozřejmně dáno matićı

(
1 0
0 1

)
(prvńı sloupec

je kam se zobraźı vektor

(
1
0

)
a druhý sloupec je obraz vektoru

(
0
1

)
).

5



(
−1
0

)
(

0
1

)

Obrázek 2: Symetrie podle osy y.

• symetrie podle osy y

Řešeńı: Jak vid́ıme na obrázku 2 symetie podle osy y jen překloṕı květinu, matićı

transformace je

(
−1 0
0 1

)
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(
1
0

)(
0
−1

)

Obrázek 3: Symetrie podle osy x.

• symetrie podle osy x

Řešeńı: Jak vid́ıme na obrázku 3 symetie podle osy x jen překloṕı květinu květem

dol̊u, matićı transformace je

(
1 0
0 −1

)
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(
1.5
0

)

(
0

1.5

)

Obrázek 4: Zvětšeńı 1,5-krát.

• zvětšeńı

Řešeńı: Zvětšeńı (obrázek 4) 1, 5-krát je dáno matićı

(
1, 5 0
0 1, 5

)
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(
0.939
0.342

)
(
−0.342
0.939

)

Obrázek 5: Rotace o úhel 20◦, č́ısla jsou zaokrouhlená.

• rotace okolo počátku souřadnic

Řešeńı: Rotace okolo počátku souřadnic proti směru hodinových ručiček o úhel ϕ

(obrázek 4) zobraźı vektor

(
1
0

)
na vektor

(
cosϕ
sinϕ

)
a vektor

(
0
1

)
na vektor

(
− sinϕ
cosϕ

)
jej́ı matice je tedy

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
. Konkrétńı rotace je zobrazena na obrázku 5.
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(
1.5
0

)
(

0
1

)

Obrázek 6: Zvětšeńı 1,5-krát podle osy x.

• zvětšeńı podle osy x

Řešeńı: Zvětšeńı podél osy x (obrázek 6) 1, 5-krát je dáno matićı

(
1, 5 0
0 1

)
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(
1
0

)
(

1
1

)

Obrázek 7: Zkoseńı podél osy x.

• zkoseńı

Řešeńı: Zkoseńı přičte k jednumu vektoru násobek druhého (obrázek 7), je dáno matićı(
1 1
0 1

)

11



(
1
0

)(
0
0

)

Obrázek 8: Projekce na osu x.

• projekce na osu x

Řešeńı: Projekce na osu x (obrázek 8) ponechá netknutou x-ovou složku a y-ovou

nastav́ı na nulu, je dáno matićı

(
1 0
0 0

)
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• symetrie podle obecné osy

Řešeńı: Vyřešme pro konkrétnost symetrii okolo př́ımky procházej́ıćı počátkem souřadnic

a bodem

(
2
3

)
označme si toto zobrazeńı jako f . Kam se zobraźı vektor

(
1
0

)
? Na to neńı

tak snadné odpovědět, ale předvedeme si jiný zp̊usob, jak naj́ıt matici tohoto lineárńıho
zobrazeńı K [f ]K (a pomoćı ńı už pak snadno i obraz libovolného vektoru).

Vı́me, že lineárńı zobrazeńı je jednoznačně dáno obrazy nějaké báze, nemuśı se nutně
jednat o kanonickou bázi. Přemýšlejme, které obrazy budou jednoduché naj́ıt (takto
dostaneme nejčastěji lineárńı zobrazeńı zadané, pomoćı obraz̊u nějakých vektor̊u). Sy-

metrie podle př́ımky zachová danou př́ımku, v́ıme tedy, že: f

((
2
3

))
=

(
2
3

)
. Nav́ıc, co

je kolmé na tuto př́ımku se akorát zobraźı na minus samo sebe: f

((
−3
2

))
=

(
3
−2

)
(využili jsme poučku ze středńı školy, jak naj́ıt kolmý vektor, ve druhém semestru se
to nauč́ıme obecně). Dané dva předobrazy tvoř́ı bázi B (ověřte), jednoduše jsme tedy

źıskali matici K [f ]B =

(
2 3
3 −2

)
. Nyńı jen stač́ı využ́ıt, co jsme se naučili o převodech

souradnic:

K [f ]K = K [f ]BB [id]K

= K [f ]B (K [id]B)
−1

=

(
2 3
3 −2

)
·
(

2 −3
3 2

)−1
=

(
2 3
3 −2

)
·
(

2
13

3
13−3

13
2
13

)
=

(−5
13

12
13

12
13

5
13

)
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(
−0.385
0.923

)(
0.923
0.385

)

Obrázek 9: Symetrie kolem př́ımky jdoućı počátkem a bodem (2, 3)T (č́ısla jsou zaokrouhlená).

5. Pracujeme nad Z3
5. Pro báze A,B dané sloupci matic A =

1 4 3
2 1 1
1 1 4

 , B =

1 4 2
2 4 0
1 1 1


Řešeńı: Připomeňme si základńı pojmy: Necht’ A = {a1, a2, . . . , an} (tedy vektory ai jsou
sloupce matice A) je báze. Necht’ vektor x má vyjádřeńı x =

∑n
i=0 αiai, pak souřadnicemi

vektoru x vzhledem k bázi A rozumı́me koeficienty α1, α2, . . . , αn a vektor souřadnic znač́ıme
[x]A = (α1, α2, . . . , αn)T .

Např́ıklad tedy, pokud bychom měli kanonickou bázi (značme K = In), pak [x]K = x.

Matice přechodu: mějme A,B dvě báze jako v zadáńı, pak matićı přechodu od A k B
rozumı́me matici B [ id]A, po které chceme, aby pro každý vektor x platilo: [x]B = B [ id]A[x]A.
Tedy ze souřadnic v bázi A nám udělá souřadnice v bázi B.

(a) Určete matici přechodu od souřadnic báze A ke kanonické bázi.

Řešeńı: Napřed se zamysleme:

• Pro který vektor v plat́ı:

[v]A = (1, 0, 0)T

To je jednoduché:

[v]K = 1A∗,1 + 0A∗,2 + 0A∗,3

= 1

1
2
1

+ 0

4
1
1

+ 0

3
1
4


• Pro který vektor u plat́ı:

[u]A = (0, 1, 0)T
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To je jednoduché:

[u]K = 1A∗,1 + 0A∗,2 + 0A∗,3 =

4
1
1


• Pro který vektor w plat́ı:

[w]A = (1, 2, 3)T

To je jednoduché:

[w]K = 1A∗,1 + 2A∗,2 + 3A∗,3

=

1 4 3
2 1 1
1 1 4

1
2
3


Násobeńı A[x]A odpov́ıdá lineárńı kombinaci sloupc̊u A kde koeficienty jsou jednotlivé
souřadnice. Tedy

K [ id]A = A

(b) Určete matici přechodu od souřadnic kanonické báze k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Z předchoźıho v́ıme, že [x]K = B[x]B . Užijeme krásné věty lineárńı algebry,
která ř́ıká, že dimenze řádkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky řečeno:
když jsou nezávislé sloupce, jsou nezávislé i řádky a tedy matice je regulárńı. Tud́ıž
existuje inverzńı matice B−1, kterou násob́ıme zleva a dostaneme: B−1[x]K = [x]B .
Vid́ıme tedy, že B [ id]K = B−1.

Můžeme psát postupně:

[x]K = K [ id]B [x]B
(vynásob́ıme inverzem zleva, to můžeme, K [ id]B je regulárńı matice)

(K [ id]B)
−1

[x]K = (K [ id]B)
−1

K [ id]B [x]B

(K [ id]B)
−1

[x]K = [x]B

tedy vid́ıme, že:

B [ id]K = (K [ id]B)
−1

(c) Určete matici přechodu od souřadnic báze A k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Už umı́me převést souřadnice od báze A ke kanonické a od kanonické k bázi
B prostým složeńım těchto zobrazeńı dostaneme požadovanou matici přechodu. Tedy

B [ id]A = B [ id]KK [ id]A = B−1A
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6. Určete matici lineárńıho zobrazeńı f : Z3
5 → Z2

5, o kterém v́ıte: f
(
(1, 2, 3)T

)
= (1, 2)T

f
(
(3, 2, 1)T

)
= (2, 1)T f

(
(4, 4, 3)T

)
= (0, 2)T

Řešeńı: Lineárńı zobrazeńı je dáno t́ım, kam zobraźı bázi. Ověřte, že vektory (1, 2, 3)T , (3, 2, 1)T , (4, 4, 3)T

tvoř́ı bázi prostoru Z3
5, označme tuto bázi B. Pak máme jednoduše K [f ]B =

(
1 2 0
2 1 2

)
.

Pomoćı znalost́ı o převodech mezi bázemi pak můžeme psát:

K [f ]K = K [f ]BB [id]K

= K [f ]B (K [id]B)
−1

=

(
1 2 0
2 1 2

)
·

1 3 4
2 2 4
3 1 3

−1

=

(
1 2 0
2 1 2

)
·

3 0 1
4 4 1
4 2 4


=

(
1 3 3
3 3 1

)
• Je toto zobrazeńı prosté? Řešeńı: Pokud bychom měli f(x1) = f(x2), pak 0 = f(x1)−
f(x2) = f(x1 − x2) a tedy x1 − x2 je netriviálńı vektor z kernelu. Tedy zobrazeńı je
prosté, pokud je dimenze jádra rovna nule.

• Pokud neńı prosté, najděte kolizi (tj. dva r̊uzné vektory takové, že f(x1) = f(x2)).
Řešeńı: Stač́ı naj́ıt netriviálńı vektor x z kernelu (jádra matice f), pak v́ıme, že f(0) =
f(x) = 0.

• Je na? Řešeńı: Zobrazeńı f : U → V je na právě když je dimenze sloupcového prostoru
matice f rovna dimenzi V .
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7. Odvod’te součtové vzorce pro sin(α+ β) a cos(α+ β) pomoćı matic zobrazeńı.

Řešeńı: Použijeme matici pro rotaci o úhel okolo počátku. Jedná se o lineárńı zobrazeńı
složeńım dvou rotaćı dostaneme rotaci o součet př́ıslušných úhl̊u, proto dostáváme:(

cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

)
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)(
cos(β) − sin(β)
sin(β) cos(β)

)
.

Tedy sin(α+β) = sin(α) cos(β)+sin(β) cos(α) a cos(α+β) = cos(α) cos(β)−sin(α) sin(β).
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8. Dokažte, že derivace polynomu je lineárńı zobrazeńı. Napǐste matici derivace pro prostor
reálných polynomů stupně nejvýš pět. Jak urč́ıte matici druhé derivace?

Řešeńı: Reálné polynomy tvoř́ı vektorový prostor. Derivace přǐrad́ı polynomu polynom,
součtu polynomů přǐrad́ı součet jejich derivaćı a alfa-násobku polynomu přǐrad́ı alfa-násobek
jeho derivace.

Pokud ṕı̌seme vektor polynomu P (x) = p0+p1x+p2x
2+p3x

3+p4x
4+p5x

5 jako (p0, p1, p2, p3, p4, p5)T ,
pak je matice derivace: 

0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0




p0
p1
p2
p3
p4
p5

 =


p1
2p2
3p3
4p4
5p5
0


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