1. Urcete, zda nasledujici jsou linedrni zobrazeni:

(a)

f:R >R, kde f(z) =0

Reseni: Zobrazeni f: U — V je linedrni zobrazeni, pokud U, V jsou vektorové prostory
nad tim samym télesem T a plati:

i Yuy,ug € Ut f(ug +ug) = f(ur) + flus)
ii. Vu € U, Va € R: f(au) = af(u)

Ovéfime dle definice. Ano.

f:R =R kde f(z) =z

Resent: Ano.

fiR—= R, kde f(z) = -2z

Resend: Ano.

fR—= R kde f(z) =1

Reseni: Ne, nebot napiiklad: 1 = f(3-4) # 3f(4) = 3-1 = 3. Dokonce ani prvnf
podminka neplati: 1 = f(14+2) # f(1)+ f(2)=1+1=2.

f:R—=R, kde f(z) = 22

Resent: Ne, napitklad 4 = f(2-1) # 2f(1) = 2.

f:R? = R? kde f((x,y)") = (@ +y,2—y)"

Reseni: Ano.

fiR? 5 R? kde f((z,9)") = (@ —y, 2 —y)"

Resend: Ano.

Necht A € R™*" definujme zobrazeni f: R™ — R™ néasledovné f(v) = Awv.

Reseni: Ano (pouzijeme co zndme o ndsobeni matic). O matici A f{kdme, Ze reprezen-
tuje zobrazeni f vuci kanonické bézi — je to matice zobrazeni f vuci kanonické bézi:

klflk =A



2. Dokazte, ze linedrni zobrazeni je plné urceno tim, kam zobrazime bazové vektory. Tedy pokud
méme zaddno f(b;) = b} pro by,...,b, bdzi umime jednoznacéné urcit f(v) pro libovolny
vektor v.

Resend: Postupné rozepiseme podle definice linedrniho zobrazeni. Tedy pokud méme bézi
B = {b1,ba,...,b,} a vektor se souradnicemi [v]p = (a1, as,...,a,), tedy

n
v = E aibi
i=1

pak muzeme psat:

flo)=Ff <i aib¢> (definice linedrn{ funkce f(u +v) = f(u) + f(v))
i=1
= Z f(aib;) (definice linedrn{ funkce f(au) = af(u))
=1

= Zaif(bi)



3. Necht je zobrazeni f: R? — R? dané:
1 3
()= )
0 -1
()=
(a) Urcete matici zobrazeni f vii¢i kanonické bazi K = {(1,0)7, (0,1)}:

Resend: Vyuzijeme vyznamu té matice, vime, ze:

o) =4 (o))
i 3) =4 ()

Tedy jasné vidime, ze:

(b) Uréete obraz f((6,5)T).

Regeni: Piimo dle definice mame:
1 0
1(0(0) =2 (1) = ()
3
=5 (3) +
(9
—\26
Pro néas bude ale mnohem piinosnéjsi toto pocéitat pomoci maticového nasobeni:
3 -1\ /6 (9
4 1 5/ \26

(c) Méjme zobrazeni g: R? — R? dané: g(z,y) = (v — v, 2y — 22
zeni g vuci kanonické béazi.

[

)+or((3)
()

)", sestrojte matici zobra-

Resend: Toho, ze mame zobrazeni zadané trosku nezvykle se nezalekneme. Stac¢i za x, y
dosadit libovolné, naptiklad:

Tedy rovnou muzeme psat:

(d) Sestrojte matici zobrazeni h = f o g, tedy h(v) = f(g(v)).



Reseni: Odvodime, ze slozeni zobrazeni odpovidd nasobeni matic. Vime, ze pro kazdy
v € R? plati:

Il
=
=

)
L,
=
=
=

Vsude jsme se ,tahali“ se soufadnicemi. V dalsim piipadé uvidite, ze to ma velice dobry
dtuvod. Jen poznamka na okraj: tady nam staci jediné K, nebof se vidy jednd o bazi
jednoho a toho samého prostoru. Obecné pokud mame vektorové prostory U, V,W a
linearni zobrazeni g, f,hkdeg: U -V, f: V =W h: U - W kdeh= foga A, B,C
jsou po Fadé baze prostoru U, V, W, pak muzeme psét:

clflslz]s

Nebo obecnéji cely ten prepis jesté jednou:

(feg)(v) = flg(v))

Vsimnéte si, ze vzdy ,sousedni pismenka souhlasi“. To znamend, ze pokud mame
vyjadifenou matici zobrazeni tak, ze bere souradnice v néjaké bazi, tak ji musime zprava
néasobit vektorem soufadnic v té dané bazi.

Tohle vSechno se muze zdat trochu straslivé, ale rozmyslete si, ze jsme jen fekli (pro
nase puvodni zadani):
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Obrédzek 1: Pavodni netransformované kvétina.

4. Urcéete matice linedrnich zobrazeni v roviné.
e identita

Resend: Na obrazku [1] vidime kvétinu rostouci z pocatku soufadnic, kterd jesté neni
linedrné transformovand. Stejné je zndzornéna puvodni miizka 3x3, kterd je v tomto
pripadé prekrytd jeji linedarné transformovanou kopii. Cerné Sipky piedstavuji puvodni

vektory <é) a <?> a ¢ervené §ipky s popisky jejich obrazy (v tomto piipadé opét
L P . . o ., (1 0 ;
splyvaji). Zobrazeni je identita a je samoziejmné ddno matici 0 1 (prvni sloupec

1) a druhy sloupec je obraz vektoru <(1)> ).

je kam se zobrazi vektor (O



Obrézek 2: Symetrie podle osy y.

e symetrie podle osy y
Resent: Jak vidime na obrazku [2| symetie podle osy y jen preklopi kvétinu, matici

transf . (-1 0
ansformace je | ° 4



0

MY
S\\Z

O

Obrézek 3: Symetrie podle osy x.

e symetrie podle osy x
Resent: Jak vidime na obrazku [3| symetie podle osy  jen pieklopi kvétinu kvétem

dolt, matici transformace je <é _01>



Obrazek 4: Zvétseni 1,5-krét.

e zvétSeni

Resent: Zvétsend (obrézekH) 1, 5-krat je ddno matici (165 105>



Obrazek 5: Rotace o thel 20°, ¢isla jsou zaokrouhlena.

e rotace okolo pocatku soutadnic

Regeni: Rotace okolo pocatku soufadnic proti sméru hodinovych ruciéek o tihel ¢

(obrazek |4)) zobrazi vektor L na vektor | > %) a vektor 0 na vektor | %
0 sin ¢ 1 cos ¢

cos(p) —sin(yp)

jeji matice je tedy sin(p)  cos(y)

. Konkrétni rotace je zobrazena na obrazku |5



Obrézek 6: Zvétseni 1,5-krat podle osy x.

e zvétSeni podle osy x

Resend: Zvétseni podél osy (obrézekH> 1,5-kréat je ddno matici <165 ?)
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Obrézek 7: Zkoseni podél osy x.

e zkoseni

Resent: Zkosen{ pricte k jednumu vektoru ndsobek druhého (obrézeklﬂ), je dano matici

o)
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Obrazek 8: Projekce na osu x.

e projekce na osu x
Reseni: Projekce na osu z (obrézek ponecha netknutou x-ovou slozku a y-ovou

.oy (1
nastavi na nulu, je ddno matici <O 8)
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e symetrie podle obecné osy
Regeni: Vyfesme pro konkrétnost symetrii okolo pifmky prochazejici po¢atkem soufadnic

2 . . . 1 .
a bodem (3> ozna¢me si toto zobrazeni jako f. Kam se zobrazi vektor (0> ? Na to neni

tak snadné odpovédét, ale predvedeme si jiny zpusob, jak najit matici tohoto linedrniho
zobrazeni i [f]x (a pomoci ni uz pak snadno i obraz libovolného vektoru).

Vime, zZe linedrni zobrazeni je jednoznaéné dano obrazy néjaké béze, nemusi se nutné
jednat o kanonickou bézi. Premyslejme, které obrazy budou jednoduché najit (takto
dostaneme nejcastéji linedrni zobrazeni zadané, pomoci obrazu néjakych vektoru). Sy-

. . [ o . . 2 2 .
metrie podle piimky zachova danou piimku, vime tedy, ze: f (<3)> = 3) . Navic, co

je kolmé na tuto piimku se akorat zobrazi na minus samo sebe: f ((_23>> = (32>

(vyuzili jsme poucku ze stfedni Skoly, jak najit kolmy vektor, ve druhém semestru se

to nau¢ime obecné). Dané dva predobrazy tvoii bézi B (ovéite), jednoduse jsme tedy
i - 2 - . <. . s

ziskali matici x[f]p = <3 _32> Nyni jen staci vyuzit, co jsme se naucili o pfevodech

souradnic:

xlflx =
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Obrazek 9: Symetrie kolem pifmky jdouci poc¢atkem a bodem (2,3)7 (¢isla jsou zaokrouhlen).

1 4 3 1 4 2
5. Pracujeme nad Z3. Pro bdze A, B dané sloupci matic A= (2 1 1|,B=1[2 4 0
1 1 4 1 1 1
Resend: Piipomenme si zédkladni pojmy: Nechf A = {ay,as,...,a,} (tedy vektory a; jsou
sloupce matice A) je baze. Necht vektor x ma vyjaddieni x = Z?:o a;a;, pak souradnicemi
vektoru x vzhledem k bazi A rozumime koeficienty «q, s, . . ., as, a vektor soufadnic znac¢ime
[2]a = (a1, 00, ...,a,)T.

Napiiklad tedy, pokud bychom meéli kanonickou bazi (zna¢me K = I,,), pak [z]x = x.

Matice piechodu: méjme A, B dvé baze jako v zaddni, pak matici pfechodu od A k B
rozumime matici g[id] 4, po které chceme, aby pro kazdy vektor x platilo: [z]p = p[id]a[z]a.-
Tedy ze soufadnic v bazi A ndm udéld souradnice v bazi B.

(a) Urcete matici pfechodu od soufadnic béze A ke kanonické bazi.
Reseni: Napred se zamysleme:
e Pro ktery vektor v plati:
[v]a = (1,0,0)"

To je jednoduché:
[k = 1A, 1 +0A. 2 + 04, 3

1 4 3
=1(2]+0[1]+0(1
1 1 4
e Pro ktery vektor u plati:
[U]A = (07 1, O)T

14



To je jednoduché:

4
[U}K = 1A*,1 + OA*72 + OA*,g =11
1

e Pro ktery vektor w plati:

[w]a = (1,2,3)T

To je jednoduché:

[’LU]K = ]-A*,l + 2A*,2 + 3A*3

1 4 3 1
=12 11 2
1 1 4 3

Nésobeni A[z] 4 odpovidd linedrni kombinaci sloupcti A kde koeficienty jsou jednotlivé
soufadnice. Tedy
k[idla=A

(b) Uréete matici prechodu od soufadnic kanonické béze k souradnicim béze B.

Resend: 7 ptedchoziho vime, ze [z]x = Blz|p. Uzijeme krésné véty linedrni algebry,
ktera fikd, ze dimenze Ffadkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky feceno:
kdyz jsou nezavislé sloupce, jsou nezavislé i fadky a tedy matice je regularni. Tudiz
existuje inverzni matice B~!, kterou ndsobfme zleva a dostaneme: B~![x]x = [7]p.
Vidime tedy, ze g[id]x = B~!.

Muzeme psit postupné:

[z]x = k[id]lz]s
(vynédsobime inverzem zleva, to muzeme, g[id]p je reguldrni matice)

(x[id]p) " [2]x = (x[id]p) " x[id]5[2]5
(x[id]p) " [2]x = [2]B

tedy vidime, ze:

plidlx = (x[id]p) ™"

(¢) Urcete matici prechodu od soutadnic bdze A k souradnicim baze B.

Resend: Uz umime pievést soufadnice od bdze A ke kanonické a od kanonické k bézi
B prostym slozenim téchto zobrazeni dostaneme pozadovanou matici prechodu. Tedy

B[id]A = B[id]KK[id]A =B'4A
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6. Uréete matici linedrnfho zobrazeni f: Z} — ZZ%, o kterém vite: f((1,2,3)7) = (1,2)7
F(3,2,D)7) = 21" f((4,43)7) =(0,2)"

Reseni: Linedrni zobrazeni je ddno tfm, kam zobrazi bazi. Ovéite, ze vektory (1,2,3)7, (3,2, 1)T, (4,4,3)T

tvoif béazi prostoru Z3, ozna¢me tuto bézi B. Pak méame jednoduse g[f]p = <; ? (2)>

Pomoci znalosti o pfevodech mezi bazemi pak muzeme psat:

x[flx = k[flBBlid] K
= klf]B (k[id]p) ™"

(1 2 0\
S\2 1 2
(1 2 0\
T\2 1 2
(1 3 3
3 31

e Je toto zobrazen{ prosté? Reseni: Pokud bychom méli f(z1) = f(z2), pak 0 = f(z;) —

f(xz2) = f(x1 — x2) a tedy x1 — x2 je netrividlni vektor z kernelu. Tedy zobrazeni je
prosté, pokud je dimenze jadra rovna nule.

NG N P TN

oW W N
N = O =N Ww

e Pokud nenf prosté, najdéte kolizi (tj. dva ruzné vektory takové, ze f(x1) = f(x2)).
Regent: Staci najit netrividlni vektor x z kernelu (jadra matice f), pak vime, ze f(0) =

f(z)=0.

e Jena? Reseni: Zobrazeni f: U — V je na praveé kdyz je dimenze sloupcového prostoru
matice f rovna dimenzi V.
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7. Odvod'te souctové vzorce pro sin(a + ) a cos(a + 3) pomoci matic zobrazeni.

Reseni: Pouzijeme matici pro rotaci o tthel okolo pocatku. Jednd se o linedrni zobrazeni
slozenim dvou rotaci dostaneme rotaci o soucet prislusnych thli, proto dostavame:

(ot amer ) = (o) ) (34 wom).

Tedy sin(a+ ) = sin(a) cos(B) +sin(f) cos(a) a cos(a+ ) = cos(a) cos(f) —sin(a) sin(B).
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8. Dokazte, ze derivace polynomu je linedrni zobrazeni. NapiSte matici derivace pro prostor
realnych polynomu stupné nejvys pét. Jak uréite matici druhé derivace?

Reseni:

jeho derivace.

Pokud piseme vektor polynomu P(z) = po+p1x+pex?+p3z3+pixt+psa® jako (po, p1,p2, P3, P4, D5

pak je matice derivace:

(=il en il en i en B e @)

oo oo o

O OO o NNNO

O OO WwWo o

SO O OO
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Po
b1
b2
p3
2!

Redlné polynomy tvoii vektorovy prostor. Derivace pfifadi polynomu polynom,
souctu polynomu prifadi soucet jejich derivaci a alfa-nasobku polynomu priradi alfa-nasobek

P

2py
3ps
dpy
5ps

)T

)



