NMAIO059 Pravdépodobnost a statistika 1
11. prednaska

Robert Samal



Prehled

Statistika — Gvod



Plan pfednasky
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Modely nahody ‘ Pozorovana data,





Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)
» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, . ..)
» r0zné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)

» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),
atd.
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> statisticka chyba: nevyhnutelna, vznikla tim, Ze vybiram
vzorek a nevim nic o zbytku populace (snizuje se s
velikosti vzorku, pokud je vybiran nahodné)

» systematicka chyba: neuniformni ndhodnost (néktefi
jedinci maji vyssi Sanci byt ve vzorku), chyby v zapisu, co
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—~ délat s nedokoncenymi dotazniky.





Nahodny vybér
Populace Q2 i’ R Vzorek

1.86 2 1.86
1.73

1.89 Xo

2.06
1.71 $ L.71

1.71 X3
2.08 ks 2.08
1.91

1.67

1.87 X4
1.67 2 1.67
1.67

1.81

1.38

1.42

1.65

nahodny vybeér s distr. funkci F' s rozsahem(: )
ezavislénv. X;,...,. X, ~ F 4=
Parametricky model: F' € {Fy : 0 € ©}
Tady: N(u,0%) %), 1i. 8 = (u,0). Asi nas zajima hlavné 4, pak se o
nazyva rusivy parametr (nuisance parameter).
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Statistika — prehled

» neparametrické modely: povolujeme velkou tfidu F'

» parametrické modely: F' € {Fy : 6 € O}

» priklady:
> Pois()) (parametr § = A\, © = R*) /
» U(a,b) (parametr § = (a,b), © = R2 a<
> N(u,o?) (parametr 0 = (u,0), © = R x RY)

» ,VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uziteéné.”
(George Box)





Zkoumané ulohy — cile konfirmacni analyzy
(confirmatory data analysis)
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bodové odhady: Jaka je primérna vyska ¢loveka? (

(Chceme jedno Cislo.)

intervalové odhady: Jaka je pramérna vyska Cloveka?

—

testovani hypotéz: Je zkoumany Iék ucinny? Zrychlil se

algoritmus Upravou parametru kese?
(linearni) regrese: Jak zavisi naklon Sikmé véze v Pise na

Case? Jak zavisi rychlost algoritmu na mnozstvi paméti pro
keSovani?

statistika — libovoln& funkce nahodného vybéru, tj. napt.
aritmeticky priimér, median, maximum, atd.
T.T=T(X1,...,Xn).
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Vzorek — predpoklady
» VZzdy prfedpokladame, ze mame nezavisla méreni —
hodnoty n.n.v. Xy,..., X, ~ F

» O F predpokadame, ze patfi do néjakého modelu —
mnoziny vhodnych distr. funkci.

» dnes hlavné parametrické modely





Prehled

Statistika — bodové odhady



Vybérovy primér a rozptyl
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Bodové odhady — Priklady P X Kw X

Levaci
X ~ Ber(p), kde p je skutecny podil levaku. Je to néjaka
neznama konstanta, kterou chceme odhadnout.
Mwm_d% pro vzorek velikosti n poCet levaku
| P, ~ Bin(n,p) —nahodnou veli¢inu. Odhadneme p pomoci
vyberoveho pruméruy/p := P,/n.)
Bodovy odhad p je ndhodna veli¢inal <—— b3
it v Wi A B 0130 ..
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Bodové odhady — Priklady

Levaci

X ~ Ber(p), kde p je skuteCny podil levakui. Je to néjaka
neznama konstanta, kterou chceme odhadnout.

Méfeni nam da pro vzorek velikosti n pocet levaku

P,, ~ Bin(n,p) —nahodnou veli€¢inu. Odhadneme p pomoci
vybérového priméru: p := P, /n.

Bodovy odhad p je ndhodna veli¢ina!
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Bodové odhady — Priklady

Levaci

X ~ Ber(p), kde p je skuteCny podil levakui. Je to néjaka
neznama konstanta, kterou chceme odhadnout.

Méfeni nam da pro vzorek velikosti n pocet levaku

P, ~ Bin(n,p) —nahodnou veli¢inu. Odhadneme p pomoci
vybérového priméru: p := P, /n.

Bodovy odhad p je nahodna veli¢ina! E’f s
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Bodové odhady — Priklady

Vyska X ~ N(i/o?) — opét, u, o jsou nezndmé parametry.
Odhadneme p pomoci vybérového praméru

@:: X~ N(u,o%/n).
Bodovy odhad /i je opét nahodna veli¢ina!









Bodové odhady — Cile

Definice here
e —

Odhad 0 =0, =T(X1,...,Xp) lp_ara/mme

> nevychyleny/nestranny (unbiased) — pokud 6 = E(8,,)
> asymptoticky nevychyleny (asymptotically unbiased) — /,rf'

pOKUde_hmn_)OOE 9 )‘ 7/?70 /D(/ﬁ' ﬁ—/>$)—;? ©

—» konzistentni — pokud é\n Lif

> vychyleni (bias) bias(0,) =E(6n) =6 <
@SE) je

> stredni kvadraticka chyba (mean squared

— 2 E((6, -6 F(0.0)=
(y-2)).... —

» standardni chyba (standard error) se je \/var(6,) = o(0,,)
Véta pote = 2o
P(|0, — 0] > £) < MSE
Véta

MSE(D. ) = bias(O.)2 4+ var(6..)











Vlastnosti vybérovésp praméru a rzptylu e T e
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Metoda momentu
AN
> my(0) == E(X") pro X ~ Fp ... r-ty moment
> m(0) = & 2ie1 X7 pro nahodny vybér Xy,..., X,z Fp ...

r-ty vybérovy moment

véta (%: =t

m..(0) je nestranny konzistentni odhad pro m,.(9) 2.0.0-

Metoda momentu: Volime takové 0, které fesi sou-
stavu rovnic

m,(0) = m, r=1,..., k.

— T
(Typicky & bude pocet realnych Cisel, ktera tvofi pa-
rametr 6.)
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Metoda momenta — priklady

Jorr X~ Bee®) P

m(®) = FX- " P m
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Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML

)
ebo f(x;0)
o e AN
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mozné svety O
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P
» nah. vybér X = (X3,...,X,,) zmodelu s parametrem 6
» mozny vysledek z = (x1,...,xy)
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namérend data R"







Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML) okl wave,. —

nah. vybér X :m modelu s parametrem ¢

moZny vysledek z = (x1,...,2n) o 0" realidece. <— &= ifk
... sdruzeng pravdépodobnostni funkce px (z; 0)

... sdruzend hustota fx (z;0)

vérohodnost (likelihooa-)—LL_a:;_H) znaci Px nebo fx

normalné: mame pevné 6, a L(x; ) je funkce z

» ted: mame pevné x a L(x;0) je funkce 0

Metoda MV (ML): A
volime takové 6, pro které je L(x;0) maximalni 79,;'4

vVvyvyVvVvyypy






Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

p(x;0) nebo f(x;0)

mozné svéty © namérend data R"

» nah. vybér X = (X,...,X,) z modelu s parametrem 6
» mozny vysledek x = (z1,...,zy)
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Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

» Metoda MV (ML):
volime takové 6, pro které je L(x;6) maximalni
> definujeme take £(z;0) = log(L(z;0))
> diky nezavislostije Jo = Cher—s
ns = Ly = T LC% ;)
At/
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Prehled

Statistika — intervalové odhady



Intervalové odhady

» misto jednoho Cisla s nejistym vyznamem vypocitame z
dat interval [D, H]

Definice
Necht D, H jsou n.v. které zavisi na nahodném vybéru
X =(Xy,...,X»). Tyto n.v. urcuji intervalovy odhad, interval
spolehlivosti téZ konfidencni interval o spolehlivosti1 — o (1 — «
confidence interval), pokud

oéovs 174%44\}‘

o5 [Po<osmz1-a 7 sl

Cislo o{se nazyva koeficient spolehlivosti. Nékdy také
uvazujeme jednostranné intervalové odhady (pfipad D = —oo,
resp. H = +o0). Mlzeme také pozadovat silngjsi viastnosti:
P@>H)=PO<D)=a/2.

Nez pokrocime dale, uvédomte si, co je v uvedenych vyrazech
nahodné!
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Hledany interval budeme typicky uvazovat ve tvaru [z — §, x + J]
(pro vhodné urcené z a ¢). //

Tento interval pro zkraceni zapisujeme jako x + 4.

VétSina nasich metod bude zaloZzena na nasledujicim pristupu:

~ A
» Mame nevychyleny bodovy odhad 6 pro E# - -
parametr 6

> 4 ma (pfiblizné&) normalni rozdéleni

> Pak(d + z, /5 - se)ie (1 — «)-Cl, kde
-‘-—szvﬁ/bé”c\ﬁ(ﬁ/lﬂlz. Z < %ﬂ:)
Oc£2 q) (1 _a/2)’ Eé':ﬂ’/x_</
se := 0(0) / 1[)
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Dikaz. d /

Proved'me standardizaci Z = stand(e) =2 ZXlastnosti
normalniho rozdéleni vime, ze Z ~ NgO muzeme tedy pro
jeho popis pouzit distribucni funkei & — nezawsle na hodnoté
9, se.
Z volby Cisla z, 5 Vi
také plati P(Z < —z,/2) =

f )

Kdyz dosadime definici Z a ekvivalentné upravime nerovnici,
zjistime, Ze také

Ze P(Z < zy)9) = 1 — /2, ze symetrie
2, tudiz
\

PO~ 202 0(0) <O <0+ 240 0(0) =1—a.
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Intervalové odhady normalni n.v. se znamym

rozptylem
Normalni veli¢iny N (0, %) Mame nahodny vybér
X1,..., X, ~ N(0,0?). Pfitom § nezname, ale o ano.
(Realisticky priklad je teplomér se znamou chybou mérfeni,
kterym méfime neznamou teplotu.) Z Véty ?? vime, ze X, je
nevychyleny odhad. Z kapitoly o normalnim rozdéleni vime, ze
X,, ma normalni rozdéleni. Z dukazu Véty ?? vime, ze
se = o(X) = o/\/n.

Zaver je, ze >
X+ 24/ @je (1 —a)-Cl

Jako konkrétni priklad: pokud namétime hodnoty TODO
20.025 = 1.96.

Nase prvni statisticka uloha bude vlastné cviCeni na praci s
normalni veli¢inou. Vétu formulujeme obecné, ale jako
realisticky pfiklad si mizeme predstavit fyzikalni méreni —
méfime hmotnost opakovanym méfenim na stejné vaze, jejiz






Intervalové odhady normalni nahodné veli¢iny
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