2A. zkouskova pisemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1 — feSeni

1. (10 bodi) Na obréazku je zakreslena distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X. Hodnota
Fx(0) neni na obrazku vyznacena.

a) Urcete F'x(0).

b) Co muzete Fict o hodnoté Fx(4)? 1
¢) Jedna se o diskrétni nebo o spojitou ndhodnou veli¢inu?
d

) |
) |
) Spoctéte P(X < 1).
e) Spoctéte P(X > 0). /
f) Spoé¢téte P(0 < X < 1). e T —
g) Urcete median. ~
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Reseni:

(a) Hodnota Fx(0) neni v grafu distribu¢ni funkce zakreslena, ale diky spojitosti distri-
buéni funkce zprava vidime, ze Fx(0) = 0.55.

(b) Hodnota Fx(4) muze byt cokoli mezi 0.8 a 1. (Distribu¢ni funkce je neklesajici,
omezena 1.)

(c) Distribuéni funkce neni spojita, takze se nejedné o spojitou ndhodnou veli¢inu. Neni
to ale ani po ¢astech konstantni funkce, takZze se nejedné ani o diskrétni n.v. (Jedna se o mix
spojité n.v. a konstantni nuly, ktera ma pravdépodobnost 0.2.)

(d) P(X <1)=Fx(1)=0.7

() P(X>0)=1—-Fx(0_)=1-0.35=0.65

(f) PO< X <1)=Fx(1_) — Fx(0) = 0.7 — 0.55 = 0.15 (Fx je spojita v 1, ale kdyby
nebyla, brali bychom limitu zleva, ne funkéni hodnotu)

(g) Median je nejmensi hodnota m, pro kterou plati F'y(m) > 0.5, tj. m = 0.

2. (10 bodi)
Héazime hraci kostkou, zapisujeme si jestli padlo sudé (S) nebo liché (L) &islo.
(a) Ozna¢me X pocet vyskyta ,,LL“, tj. takovych i, ze v i-tém i v (i + 1)-nim hodu
padlo liché ¢islo. Celkovy pocet hodu je 100. Urcete E(X).
(b) Ozna¢me Y pocet hodi, nez se dockame vyskytu dvojice ,,LL“, tj. kolikdtym hodem
padlo druhé liché ¢islo po sobé (hazime tak dlouho, dokud se to nestane). Urcete E(Y).

Reseni: a) Ozna¢me X; indikatorovou proménnou, ktera je 1, pokud v i-tém i v (i + 1)-nim
hodu padlo liché ¢islo, a 0 jinak. Celkovy pocet vyskyti ,,LL“ muzeme zapsat jako:
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nebo 5), je % = % Pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo dvakrat po sobé, je: % : %
Kazdé indikatorova proménné X; ma tedy ofekévanou hodnotu E(X;) = 1.

Celkovy ocekavany pocet vyskyta ,LL* je podle linearity stfedni hodnoty

Protoze hazime normalni hraci kostkou, pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo (1, 3,
1
4
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b) Oznacme pro strucnost E(Y | LS) stfedni hodnotu Y, pokud prvni dva hody byly
liché ¢islo, nésledované sudym c¢islem; analogicky ostatni zapisy. Jisté plati:

EY)=1-E(Y |S)+ 1 -E(Y |LL)+ 1 -E(Y | LS) (véta o tplné stiedni hodnot)

Y |S)=E®Y)+1 (,za¢iname znovu, ztratili jsme jeden hod*)

E(
E(Y | LS) =E(Y) + 2 (,,zac¢indme znovu, ztratili jsme dva hody*)
E(

Y | LL) =2 (dockali jsme se)
Celkové mame tedy rovnici

E(Y)=-(EY)+1)+ }1 24 i(E(Y) +2)
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jejimz Fesenim je E(Y) = 6.
3. (10 bodid) O naméfenych hodnotéach 6, 4, 10, 8, 10 predpokladame, Ze pochéazeji z na-
hodného vybéru z rozdéleni Pois()\). (Jedna se o pocet dotazi na webovy server béhem
jedné minuty.)

(a) Navrhnéte bodovy odhad parametru A momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad parametru A metodou maximéalni vérohodnosti.

(6+4+ 10+ 8+ 10)/5 = 38/5 = 7.6. Odhad pomoci momentové metody je tedy
=z =7.6.
b) Dle vzorce pro Poissonovo rozdéleni a nezavislosti méfeni je pravdépodobnost, Ze
dostaneme méteni xq, ..., x5 rovna

Reseni: a) Prvni moment, tj. stiedni hodnota Pois(\) je A, prvni vybérovy moment je
T =
A
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kde C' = 1/(x1!...x5!) je konstanta. (Pro stru¢nost zapisu piseme 5z misto xy + - - - + x5.)
Pro snazsi vypocet zlogaritmujeme:
l(x, N) = log(L(z, \) = =5\ + 5z log(A) + log(C).
Hleddme maximum, proto zderivujeme podle \:
5%
Ole\) = -5+ 22,
A
Pro A € (0,00) je tato derivace napied kladna, pak nulova, pak zaporna. Takze bod, kde je
derivace nulova je kyzené maximum. Snadny vypocet dava i tady A = z = 7.6.



4. (10 bodu) (a) Definujte pojem nezavislé nahodné veli¢iny (spojity piipad, dvé veli-
¢iny). Uvedte formulaci pomoci distribu¢ni funkce i pomoci hustoty.
Rozhodnéte, zda existuji nezavislé X, Y takové, ze X ~ N(0,1) a Y ~ N(0,2). Pokud
ano, jakych hodnot mtize nabyvat E(X - Y) a E((2X + Y)?).
(b) Definujte pojem kovariance ndhodnych veli¢in.
Ozna¢me X vysledek hodu Sestisténnou hraci kostkou a Y hodnotu X /2 zaokrouhlenou
na cela ¢isla doli. Urcete kovarianci X a Y.

Reseni: a) Necht X, Y jsou veli¢iny se sdruzenou hustotou fxy a sdruzenou distribu¢ni
funkei Fxy. Pak X, Y jsou nezavislé pravé kdyz pro vSechna realna x, y plati

Fxy(xz,y) = Fx(z)Fy(y) ekvivalentné fxy(z,y) = fx(z)fy(y).

Ano, takové velic¢iny existuji, staci definovat hustotu vyse uvedenym vzorcem, tj.

fxy(@,y) = o(z) - p(v22).
Podle véty o stfedni hodnoté sou¢inu nezavislych veli¢in je
E(XY)=EX)E(Y)=0.
Podle linearity stfedni hodnoty plati
E(2X +Y)?) =E(4X?) +4E(XY) +E(Y?) =4+2=6.

(Vyuzivame zde toho, Ze var(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?), nebot v nasem piipadé je
E(X) = 0; obdobné pro Y.)

b) Kovariance je definovana jako cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))), lze také pocitat
jako E(XY) —E(X)E(Y).

V nasem piipadu je E(X) =35, E(Y)=(0+1+14+2+2+3)/6=9/6 = 1.5. Dale je
E(XY)=(1-0+2-143-1+4-24+5-246-3)/6 = 41/6. Je tedy cov(X,Y) = 41/6—21/4 =
(82 — 63)/12 = 19/12.

5. (10 boda) Vyslovte Centralni limitni vétu. Vysvétlete, k ¢emu se hodi.
Odhadnéte pomoci CLV pravdépodobnost, Ze z 3600 hodt kostkou nam padne 683 Sestek.

Reseni: Centralni limitni véta Fika, Ze soudet velkého po¢tu nezavislych a identicky rozde-
lenych nadhodnych veli¢in s konecnou stifedni hodnotou a rozptylem ma ptiblizné normalni
rozdéleni. Formalné:

Necht Xi, X5,... jsou nezavislé a identicky rozdélené nahodné veli¢iny s ocekévanou
hodnotou p a rozptylem o2. Pak pro soucet S, = X; + Xy + - -+ + X, plati, Ze:
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kde — znaci konvergenci v distribuci. Jinymi slovy, pokud F,, znamena distribu¢ni funkei

nahodné veli¢iny S;‘\_/%“ , tak plati, ze lim,,_,o, F,(x) = ®(z) pro vSechna z.

4 N(0,1)




CLV se hodi pro aproximaci distribuce sou¢tu nebo priméru velkého poc¢tu nahodnych
veli¢in normalnim rozdélenim, coz usnadiuje vypocty pravdépodobnosti a statistické odhady.

Jako piiklad uvazujme zadany piiklad s kostkami. Ozna¢me X; indikdtorovou proménnou,
ktera je 1, pokud i-ty hod kostkou padne Sestka, a 0 jinak. Pak X; ~ Ber(1/6).

Soucet téchto indikatorovych proménnych, S, 23600 X;, predstavuje pocet Sestek v
3600 hodech. Oc¢ekavana hodnota a rozptyl S, jsou (podle vzorcti pro Bernoulliho rozdéleni)

1
E(S,) = 3600 - & = 600

= 500.
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S) =3600-=(1—=)=23600-=-
var(S,,) 6( 6) 5

Podle CLV muzeme aproximovat S, normélnim rozdélenim: S,, ~ N (600, 500), neboli
Z = S";" mé piiblizné standardni normalni rozdéleni. Chceme odhadnout pravdépodob-
nost, ze S, = 683. Vzhledem k tomu, Ze normélni rozdéleni je spojité, pravdépodobnost
presné hodnoty je 0. Mizeme vSak odhadnout pravdépodobnost, ze S,, bude v blizkosti 683,
napiiklad v intervalu [682.5, 683.5].

682.5 — 600 683.5 — 600
P(682.5 < S, < 683.5) = P (— <7< —>
500 /500
B ( 825 _,_ 835 >
V50 /500

Neboli pomoci distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni:

83.5 82.5
N AN Tia

(Po dosazeni bychom zjistili, Ze ndm vzorec dava hodnotu ~ 1.8 - 107, oproti presné
hodnoté z binomického rozdéleni ~ 2.2 - 1075.)

P(S, = 683) ~ O

6. (10 boda) Vyslovte a dokazte vétu o stfedni hodnoté soucinu nezavislych diskrétnich
nadhodnych veli¢in.

Reseni: Véta: Nezavislé diskrétni nahodné veliciny X a Y maji stfedni hodnotu soucinu
rovnou soucinu stfednich hodnot. Neboli, pokud E(X) i E(Y) existuji, tak

E(XY)=E(X) -E(Y).
Dtkaz: Protoze X a Y jsou nezavislé, sdruzené pravdépodobnostni funkce je:

P(X=xz,Y=y)=PX =2z PY =y).



St¥edni hodnota souéinu je (,,pravidlo naivniho statistika“)
E(XY)=)» Y ay-P(X =2,Y =y)
z oy
=> ) ay-P(X =x)-P(Y =y)
z oy
= (Zx P(X = w‘)) : (Zy P(Y = y))
T Y

= E(X) - E(Y)

V suméch se s¢ita pfes v8echna x € Im(X) ay € Im(Y).
Tim je véta dokazana.



