5. cviceni z PSt — 17.-21.3.2025

7 kazdého z prvnich tii oddilt vyfeste aspon jeden priklad!

Zakladni zachéazeni s E, var

zeIm(X)

var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)® = 0%

1. (a) Necht P(X =100) = p, P(X =0) = 1—p. Uréete E(X), var(X) a ox. (Pfimo nebo pomoci n&které
vlastnosti stfedni hodnoty.) a rozptylu.)
(b) Necht P(Y =100) = p, P(Y =99) = 1 — p. Urcete E(Y), var(Y) a oy.

2. Prfedpokladejme, ze vyfeSeni jednoho piikladu trva X minut, kde X = 1,2,..., nebo 5. Doba trvani je
nahodna (zavisla na pocasi) a pravdépodobnostni funkce je px (1) = px(2) = 0.1, px(3) = px(4) = 0.2,
px(5) = 0.4. Spoctéte E(X), var(X) a ox.

3. (a) Mame neomezeny pocet Gernych a ¢ervenych ponozek. Ponozky vytahujeme poslepu, obé barvy jsou
stejné pravdépodobné. Kolik ponozek vytahneme, nez budeme mit dvé stejné barvy?
(b) * Reste totéz pro tii rtizné barvy.

4. Nové kasino nabizi nasledujici hru: vsadim x korun, s pravdépodobnosti 1/2 o né pfijdu, ale s pravdépo-
dobnosti 1/2 vyhraju 2z (navic k mym z korunam). (a) Za¢inam s k korunami, budu hrat n kol. V kazdém
kole si miizu vybrat, jakou ¢ast svych penéz vsadim. Chci maximalizovat stfedni hodnotu penéz na konci:
Jak to udélat a kolik ta stfedni hodnota je?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze s takovou strategii pfijdu o vSechny penize?

(c) * Jakou strategii byste zvolili?

Linearita E

E(ale + -+ aan) == alE(Xl) + -+ anE(Xn)

5. Hodime n-krat korunou, ktera ma pravdépodobnost, Ze padne Panna, rovnou p.

(a) Oznacme X pocet po sobé jdoucich hodit PO. (Napf. pokud n = 6 a padlo postupné POOPOO,
tak X = 2.) Urcete E(X).

(b) Rozmyslete si, pro¢ se nejedna o binomické rozdéleni.

(¢) Ozna¢me ted Y pocet opakovani hoda POP, jaka je E(Y)?
[Napovéda: pouzijte linearitu. Oznaéme A; jev, Ze i-ty hod byl P a (i + 1)-ni hod O, dale bud X; = Iy4,
prislusné indikatorova veli¢ina.|
6. Hodime (Z)—krét korunou z minulého piikladu. Pfitom tvoifme graf s vrcholy V' = {1,2,...,n}. Postupné
pro viechny dvojice {i,j} € (‘2/) uréime, jestli jsou spojené hranou — to bude tehdy, kdyz pfislusnym hodem
padla Panna. Vzniklému grafu se fika nadhodny graf G(n,p).

(a) Ukazte, Ze stfedni hodnota po¢tu hran v grafu je p(}). [Napovéda: Pouzijte linearitu jako v
minulém pFipadu nebo si viimnéte, Ze pocet hran se ¥{di binomickym rozdélenim.|

(b) Ukaite, 7e stfedni hodnota po¢tu trojuhelniki v grafu je p? (g)
[Napovéda: Pouzijte linearitu: i-ty trojihelnik bude mit svoji proménnou X;.]



Podminéna stifedni hodnota

E(X|B)= Y z-P(X=z|B)
z€Im(X)

E(X) = ZP(Bi) -E(X | By) B1, By, ... je rozklad Q

7. V kvizu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravnd) je
1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otézku nula. Kazd4a otézka je s pravdépodobnosti ¢ jednou
z téch, co se Kvido naudil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezna, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota po¢tu bodi, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otéazky, u
kterych zna odpovéd?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezna spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech a, b stejné?

8. Muj pocita¢ obcas zlobi: kazdy den s pravdépodobnosti p zamrzne. KdyZ se to stane dva dny po sobé,
zacnu to Tesit. Jaky je stfedni pocet dni, nez se to stane?

9. V televizni soutézi si i¢astnik muze vybrat dvé otazky. U otazky A odhaduje, Ze spravné odpovi s prav-
dépodobnosti 0.8 (a dostane za to 1000K¢). U otazky B je jeho pravdépodobnost tispéchu jen 0.5, zato za
spravnou odpovéd dostane 2000 K&. Po Spatné odpovédi hra konéi, po spravné muze zkusit druhou otazku
(a odména za uz spravné odpovézenou otazku mu pii Spatné odpovézené dalsi nepropadne).

(a) Jaka je stfedni hodnota vyhry, pokud zacne otazkou A?

(b) Co kdyz za¢ne otazkou B?

(¢) * Bonus: pokud jsou pravdépodobnosti tspéchu p4, pp a odmény ma, mp, jak se ma soutézici
rozhodnout? * A co kdyZ téch otazek bude vic nez dve?

Bonus

10. Pfipomeite si definici indikdtorové ndhodné veli¢iny 1 4.
(a) Jaka je E(I4)?
(b) Necht A = A; UAyU---U A,. Ovéite rovnost

n

1- Iy =[] - La).
i=1
(c¢) Roznasobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty. Dostanete princip inkluze a exkluze, ktery
znate z diskrétni matematiky.

11. * Ke kazdému nadkupu dostaneme jako darek auticko — nadhodné vybrané z n typt. Kolik primérné
musime udélat nakupi, nez dostaneme vSechny typy auticek?

K procviceni

12. Kral Ludvik chce mit muzského potomka, aby ho mohl opét pojmenovat Ludvik. V kazdém roce mu jeho
manzelka porodi pravé jedno dité, které je stejné pravdépodobné chlapec i dévée, nezavisle na predchozich
Ozna¢me S pocet narozenych synt a D pocet narozenych dcer.

(a) Urcete E(5).

(b) Uréete E(D).

13. Hazime korunou s pravdépodobnosti, Ze padne Panna rovnou p. Kdyz dva hody po sob& dopadnou stejné,
tak skonc¢ime. Jaky je stfedni pocet hodi, které provedeme?



