Jméno a prijment:
Pseudonym:

Vzorova zkouskova pisemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1

Na kazdy papir napiste ¢islo prikladu a svoje piijmeni.

Na tento papir muzete rovnéz napsat vybrany pseudonym, pod kterym budou uvetrejnény
vase vysledky. (Jinak budou s vasimi inicidlami.) Zadani rovnéz odevzdejte (bude k dispozici
na webu).

Nepiste vice prikladi na stejnou stranu!

Na vypracovani mate 150 minut.

P1i préci nejsou povoleny zadné kalkulacky, poé¢itadla, mobily, ... (Mobilam prosim pie-
dem vypnéte zvonéni.)

Pokud by se ve vysledku vyskytovaly vyrazy, které se bez kalkulacky Spatné pocitaji,
nevycislujte je: 137 - 173 je stejné dobré, ne-li lepsi odpovéd, nez 23701.

Podrobné zdivodnéte vSechny vypocty!

Muzete vyuzivat jeden (vlastnoruc¢né napsany) tahak o formatu A4.

Po opraveni pisemky bude v8em navrzena znamka 1, ..., 5. Tuto si miZete pii tstni ¢asti
vylepsit o jeden stupen — tj. 4 1ze zlepSit na 3, ale 5 znamena netispéch u tohoto terminu
zkousky. Vysledky se dozvite emailem ze SISu, tam bude upfesnén i ¢as tustni zkousky.

Mozna se vam budou hodit néasledujici tabulky, kde ® je distribu¢ni funkce standardniho
normalniho rozdéleni.
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1. (10 bodii) Rozhodnéte, zda plati néasledujici vyroky. Odpovédi v této uloze neni
potieba zdivodnovat.
(a) Pro libovolné nahodné veli¢iny s kone¢nou st¥edni hodnotou plati E(X + Y) =

E(X) + E(Y). X ano [ ne
(b) var(X+Y') = var(X)+var(Y'), pokud uvedené rozptyly existuji. O ano ne
(c) E(XY) = E(X)E(Y), pokud vSechny stfedni hodnoty existuji a ndhodné veli¢iny
X,Y jsou nezavislé. X ano [ ne
(d) MLE estimétor je vzdy nestranny. 0 ano X ne
(e) P-hodnota je pravdépodobnost pozorovanych nebo extrémnéjsich dat za platnosti
nulové hypotézy. X ano [ ne
Reseni.

Spravné odpovédi jsou vyznacené zasSkrtnutymi policky.

2. (10 bodi) Dvojrozmérny nahodny vektor (X,Y) ma
pravdépodobnosti jednotlivych hodnot dané tabulkou

vpravo.
(a) Vypoitite P(X > V). Y11]2]3
(b) Uréete marginalni pravdépodobnostni funkce px a x
Py- 0 3011
(c) Jsou ndhodné veli¢iny X a Y zavislé ¢i nezavislé? 10]10]5
(d) Urcete E(X +Y). 2 Lii L
(e) Urcete E(XY). A IR
10 | 15 | 30

Reseni.

11 1 1 1 1
PX>Y)— 4ttt 1 1
X2Y) =1+t 5 5 T30 = 30

3 1 1 3

pX(O):E E+g:g7
wm:% %+%:;
m@z% %+%:%, w@:%+%+%:%

Veliciny X, Y jsou zavislé, protoze napiiklad

P(X=0,Y =2) = o # px(O)py(2) = & -

Dale



1 7 4 53
EY)=1--+42 - —+43-— =

2 30 15 30°
a tedy
6 53 89
EX+Y)=EX)+EY)==-4—==—.
(X +Y)=B(X) +E(V) = £ + 2 =
Nakonec
1 1 1 1 1 1
E(XY)=2-1-—+2-2-—+2-3-—+4-1-—+4-2-— 4.3 — =2,
(XY) 10 + 15 * 30 + 10 * 15 * 30
3. (10 bodu) (a) Definujte pojem hustota nédhodné veli¢iny, uvedte téz jak souvisi s
distribu¢ni funkei.
€10,1
Uvazme nédhodnou veli¢inu s hustotou fx(z) = gx x i ’ ] Pro jaké ¢ se jedné o
jina

hustotu? Jaka je P(X < 1/2)7 Jaka je E(X)?
(b) Definujte pojem rozptyl diskrétni nahodné velic¢iny. Ozna¢me Y nahodnou veli¢inu,
pro kterou py (0) = 0.5, py(2) = 0.3, py(—1) = 0.2. Urcete jeji rozptyl.
Reseni.
(a) Hustota ndhodné veli¢iny X je nezaporna funkce fx takova, ze

Fy(z) = P(X < ) = /_ Fa(t) dt.

Must platit [* fx(x)dz = 1.
V nasem pripadé je podminka na celkovy integrél

1
1:/ c:z:dx:f,
0 2
12 1

P(X < 1/2) = /01/2 2da = [} = 1

tedy ¢ = 2. Pak

[e9) 1 1 2
E(X):/ fo(a:)da::/O x~2xdx:2/0 x2dx:§.

(b) Rozptyl diskrétni ndhodné veli¢iny je var(Y) = E((Y — E(Y))?) lze jej potitat jako
E(Y?) — (E(Y))?. Zde

1 3 1
EY)=0-=4+2-—+(=1)-= ==

(¥) 2+ 10+< )5 5

& 1 3 17
EY?)=0% = +22. — +(=1)? - = = —.

() 2+ 1o+( ) 5 5



Proto
var(Y) =

(SN

2\* 35 4 31
<5> 25 25 25
4. (10 bodu) Opakované hazime bé&znou kostkou. Skonéime, kdyz nam dvakrat po sobé
padne dvojka.
(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pocet hodii bude nejvyse 37
(b) Jaka je stfedni doba po¢tu hodu?
(c) Ve zrychlené verzi skon¢ime i tehdy, kdyZ jednou padne jednicka. Jaka nyni stfedni
doba poctu hodu?

Reseni.
Ozna¢me T pocet hodi. Aby bylo T' < 3, skon¢ime bud hned po dvou hodech, nebo po
tFech hodech. Tedy bud padne 2,2, nebo padne néco jiného nez dvojka a potom 2, 2:

11 5 11 1 5 11
PT<3)==-—-4--=-= ==+ -—=—.
(T'=3) 6 6+6 6 6 36+216 216
Pro stfedni dobu zavedeme dva stavy. Necht a je o¢ekdvany pocet dalsich hodu, pokud
predchozi hod nebyla dvojka, a b pokud predchozi hod dvojka byla. Podle véty o aplné

stfedni hodnoté
1+ ! b+ >
a= -b+ —a,
6 6
1 5
b=1+--0+ —a.
+ 6 + 6a
Z prvni rovnice dostaneme a =6+ b a z druhé b =1+ %a. Dosazenim:

5 5
b=1+—-(6+0)=6+ b
+6( +b) + 50
tedy b =36 a
E(T)=a=06+b=42.

Ve zrychlené verzi skon¢ime také po padnuti jednicky. Pro stejné dva stavy tedy plati

1—i—1 O+1b—|—4
a= - b+ -a
6 6 6’

1 1 4
b=1+--04+-=-0+ —=a.
+6 +6 +6a

Z prvni rovnice plyne a = 3 + %b azdruhé b=1-+ %a. Proto

=3+ ! 1+ 2.) =7 + =
72Ty 39) T3
a tedy stfedni pocet hodu ve zrychlené verzi je

Clzz.



5. (10 bodit) Chceme odhadnout neznamy podil p studentii, ktefi by na citlivou otazku
pravdiveé odpovédéli ,,ano®. Kviili anonymité kazdy student pied odpovédi hodi férovou minei.
Pokud padne panna, odpovi ,,ano* bez ohledu na pravdu. Pokud padne orel, odpovi pravdive.
Odpovédélo celkem n studenti. Oznac¢me Y; = 1, pokud i-ty student fekl ,ano“, ay; =0
jinak. Predpokladejme, Ze odpovédi studenti jsou nezévislé a Zze pravdiva odpovéd ,ano
mé& u kazdého studenta pravdépodobnost p.
(a) Urcete rozdéleni Y;.

(b) Uvazte estiméator

. 25
pr="-1.
n

Je tento estimétor nestranny?
(c) Spoctéte stiedni kvadratickou chybu (MSE) estimatoru p;.
(d) Uvazte ofiznuty estimator
po = max {0,p1}.
Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni: stfedni kvadraticka chyba (MSE) estimatoru ps
je vzdy nejvyse MSE estimatoru p.
Reseni.

a) Pro jednoho studenta plati

1 1+p
Yi=l)=5+3p="3
Tedy
1
Y; ~ Bernoulli <¥)
Navic
- : I+p
S = Y, ~B ,
>vi~ B (n ! )
b)
. 25
p=—-1
n
je nestranny, protoze
E(S 1 2
E(ﬁl)zg%_1:2@_1:p,

c) Z véty o rozkladu MSE = bias® 4 var tedy plyne, Ze jeho st¥edni kvadraticka chyba
(MSE) je jeho rozptyl:

25 4 1 1-— 1—p?
MSE(ﬁl)zvar<——1):—n PP _ v

n n? 2 2 n



d) Pro kazdé pozorovani plati
P2 — p| < [pr —pl,
protoze kdyz p; > 0, tak ps = p1, a kdyz p; < 0, tak
p2=0

a protoze p > 0, je nula k parametru p vzdy aspon stejné blizko jako zaporné éislo p;. Pro
kazdé p tedy plati:
(p2 —p)> < (p1 —p)*.

Po zprimérovani pres vSechna mozné pozorovani tedy dostdvame

MSE(p2) < MSE(p1).

6. (10 bodi) Porovnavame vysledky dvou metod vyuky. Ve skupiné A méli studenti znamky
3, 4, 9,

ve skupiné B méli znamky
1, 2.

Jako testovou statistiku pouzijeme rozdil pruméra
T=Xa—Xp.

V permuta¢nim testu predpokladame, Ze za nulové hypotézy nezélezi na tom, kterym trem
z péti hodnot pfifadime oznaceni skupina A.

(a) Spoctéte pozorovanou hodnotu statistiky 7.

(b) Formulujte nulovou hypotézu, ktera odpovida permutaénimu testu.

(c) Urcete p-hodnotu jednostranného testu proti alternativé, ze metoda A dava vetsi
hodnoty nez metoda B.

(d) Zamitli bychom oboustranny permuta¢ni test na hlading 0.05?

ResSeni.
a) Pozorovana hodnota je

3+4+5 1+2

Tos:
b 3 2

1-222
2 2

b) Nulova hypotéza fiké, ze ptifazeni hodnot do skupin A a B je za fixovanych naméte-
nych hodnot ndhodné, tedy zZe oznaceni skupin je zaménitelné.



c) Vsech deset moznosti je:

hodnoty ve skupiné A | T
1,2,3 -2
1,2,4 —2
1,2,5 —2
1,3,4 —32
1,3,5 0
1,4,5 2
2,3,4 0
2,3,5 2
2,4,5 2
3,4,5 2

Pro jednostrannou alternativu A > B pocitdme hodnoty aspon tak velké jako pozorovana:

p= #{T 2 Tobs} _ i

=0.1.
10 10

d) Pro oboustranny test bychom pocitali extrémnost pomoci |T'|:

#{T|=5/2 _ 2
oboustr. — =—=0.2.
Poboust 10 10

Na hladiné 0.05 tedy oboustranny test nezamitame.



