
Jméno a příjmení:
Pseudonym:

1 2 3 4 5 6

Vzorová zkoušková písemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1

Na každý papír napište číslo příkladu a svoje příjmení.
Na tento papír můžete rovněž napsat vybraný pseudonym, pod kterým budou uveřejněny

vaše výsledky. (Jinak budou s vašimi iniciálami.) Zadání rovněž odevzdejte (bude k dispozici
na webu).

Nepište více příkladů na stejnou stranu!
Na vypracování máte 150 minut.
Při práci nejsou povoleny žádné kalkulačky, počítadla, mobily, . . . (Mobilům prosím pře-

dem vypněte zvonění.)
Pokud by se ve výsledku vyskytovaly výrazy, které se bez kalkulačky špatně počítají,

nevyčíslujte je: 137 · 173 je stejně dobrá, ne-li lepší odpověď, než 23701.
Podrobně zdůvodněte všechny výpočty!
Můžete využívat jeden (vlastnoručně napsaný) tahák o formátu A4.

Po opravení písemky bude všem navržena známka 1, . . . , 5. Tuto si můžete při ústní části
vylepšit o jeden stupeň – tj. 4 lze zlepšit na 3, ale 5 znamená neúspěch u tohoto termínu
zkoušky. Výsledky se dozvíte emailem ze SISu, tam bude upřesněn i čas ústní zkoušky.

Možná se vám budou hodit následující tabulky, kde Φ je distribuční funkce standardního
normálního rozdělení.

x −2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Φ(x) 0.02 0.07 0.16 0.31 0.5 0.69 0.84 0.93 0.98

p 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

Φ−1(p) 1.2816 1.6449 1.96 2.3263 2.5758



1. (10 bodů) Rozhodněte, zda platí následující výroky. Odpovědi v této úloze není
potřeba zdůvodňovat.

(a) Pro libovolné náhodné veličiny s konečnou střední hodnotou platí E(X + Y ) =
E(X) + E(Y ). ⊠ ano □ ne

(b) var(X+Y ) = var(X)+var(Y ), pokud uvedené rozptyly existují. □ ano ⊠ ne
(c) E(XY ) = E(X)E(Y ), pokud všechny střední hodnoty existují a náhodné veličiny

X, Y jsou nezávislé. ⊠ ano □ ne
(d) MLE estimátor je vždy nestranný. □ ano ⊠ ne
(e) P-hodnota je pravděpodobnost pozorovaných nebo extrémnějších dat za platnosti

nulové hypotézy. ⊠ ano □ ne

Řešení.
Správné odpovědi jsou vyznačené zaškrtnutými políčky.

2. (10 bodů) Dvojrozměrný náhodný vektor (X, Y ) má
pravděpodobnosti jednotlivých hodnot dané tabulkou
vpravo.

(a) Vypočtěte P (X ≥ Y ).
(b) Určete marginální pravděpodobnostní funkce pX a

pY .
(c) Jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé?
(d) Určete E(X + Y ).
(e) Určete E(XY ).
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Řešení.
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=
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=
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1

10
+

1

15
+

1

30
=

1

5
.

pY (1) =
3

10
+

1

10
+

1

10
=

1

2
,

pY (2) =
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Veličiny X, Y jsou závislé, protože například

P (X = 0, Y = 2) =
1

10
̸= pX(0)pY (2) =

3

5
· 7

30
=

7

50
.

Dále
E(X) = 0 · 3

5
+ 2 · 1

5
+ 4 · 1

5
=

6

5
,



E(Y ) = 1 · 1
2
+ 2 · 7

30
+ 3 · 4

15
=

53

30
,

a tedy

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) =
6

5
+

53

30
=

89

30
.

Nakonec

E(XY ) = 2 · 1 · 1

10
+ 2 · 2 · 1

15
+ 2 · 3 · 1

30
+ 4 · 1 · 1

10
+ 4 · 2 · 1

15
+ 4 · 3 · 1

30
= 2.

3. (10 bodů) (a) Definujte pojem hustota náhodné veličiny, uveďte též jak souvisí s
distribuční funkcí.

Uvažme náhodnou veličinu s hustotou fX(x) =

{
cx x ∈ [0, 1]

0 jinak
. Pro jaké c se jedná o

hustotu? Jaká je P (X < 1/2)? Jaká je E(X)?
(b) Definujte pojem rozptyl diskrétní náhodné veličiny. Označme Y náhodnou veličinu,

pro kterou pY (0) = 0.5, pY (2) = 0.3, pY (−1) = 0.2. Určete její rozptyl.

Řešení.
(a) Hustota náhodné veličiny X je nezáporná funkce fX taková, že

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt.

Musí platit
∫∞
−∞ fX(x) dx = 1.

V našem případě je podmínka na celkový integrál

1 =

∫ 1

0

cx dx =
c

2
,

tedy c = 2. Pak

P (X < 1/2) =

∫ 1/2

0

2x dx =
[
x2
]1/2
0

=
1

4

a

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x) dx =

∫ 1

0

x · 2x dx = 2

∫ 1

0

x2 dx =
2

3
.

(b) Rozptyl diskrétní náhodné veličiny je var(Y ) = E
(
(Y − E(Y ))2

)
lze jej počítat jako

E(Y 2)− (E(Y ))2. Zde

E(Y ) = 0 · 1
2
+ 2 · 3

10
+ (−1) · 1

5
=

2

5
a

E(Y 2) = 02 · 1
2
+ 22 · 3

10
+ (−1)2 · 1

5
=

7

5
.



Proto

var(Y ) =
7

5
−
(
2

5

)2

=
35

25
− 4

25
=

31

25
.

4. (10 bodů) Opakovaně házíme běžnou kostkou. Skončíme, když nám dvakrát po sobě
padne dvojka.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že počet hodů bude nejvýše 3?
(b) Jaká je střední doba počtu hodů?
(c) Ve zrychlené verzi skončíme i tehdy, když jednou padne jednička. Jaká nyní střední

doba počtu hodů?

Řešení.
Označme T počet hodů. Aby bylo T ≤ 3, skončíme buď hned po dvou hodech, nebo po

třech hodech. Tedy buď padne 2, 2, nebo padne něco jiného než dvojka a potom 2, 2:

P (T ≤ 3) =
1

6
· 1
6
+

5

6
· 1
6
· 1
6
=

1

36
+

5

216
=

11

216
.

Pro střední dobu zavedeme dva stavy. Nechť a je očekávaný počet dalších hodů, pokud
předchozí hod nebyla dvojka, a b pokud předchozí hod dvojka byla. Podle věty o úplně
střední hodnotě

a = 1 +
1

6
b+

5

6
a,

b = 1 +
1

6
· 0 + 5

6
a.

Z první rovnice dostaneme a = 6 + b a z druhé b = 1 + 5
6
a. Dosazením:

b = 1 +
5

6
(6 + b) = 6 +

5

6
b,

tedy b = 36 a
E(T ) = a = 6 + b = 42.

Ve zrychlené verzi skončíme také po padnutí jedničky. Pro stejné dva stavy tedy platí

a = 1 +
1

6
· 0 + 1

6
b+

4

6
a,

b = 1 +
1

6
· 0 + 1

6
· 0 + 4

6
a.

Z první rovnice plyne a = 3 + 1
2
b a z druhé b = 1 + 2

3
a. Proto

a = 3 +
1

2

(
1 +

2

3
a

)
=

7

2
+

1

3
a,

a tedy střední počet hodů ve zrychlené verzi je

a =
21

4
.



5. (10 bodů) Chceme odhadnout neznámý podíl p studentů, kteří by na citlivou otázku
pravdivě odpověděli „ano“ . Kvůli anonymitě každý student před odpovědí hodí férovou mincí.
Pokud padne panna, odpoví „ano“ bez ohledu na pravdu. Pokud padne orel, odpoví pravdivě.

Odpovědělo celkem n studentů. Označme Yi = 1, pokud i-tý student řekl „ano“ , a Yi = 0
jinak. Předpokládejme, že odpovědi studentů jsou nezávislé a že pravdivá odpověď „ano“
má u každého studenta pravděpodobnost p.

(a) Určete rozdělení Yi.
(b) Uvažte estimátor

p̂1 =
2S

n
− 1.

Je tento estimátor nestranný?
(c) Spočtěte střední kvadratickou chybu (MSE) estimátoru p̂1.
(d) Uvažte oříznutý estimátor

p̂2 = max {0, p̂1} .

Dokažte nebo vyvraťte následující tvrzení: střední kvadratická chyba (MSE) estimátoru p̂2
je vždy nejvýše MSE estimátoru p̂1.

Řešení.
a) Pro jednoho studenta platí

P (Yi = 1) =
1

2
+

1

2
p =

1 + p

2
.

Tedy

Yi ∼ Bernoulli

(
1 + p

2

)
.

Navíc

S =
n∑

i=1

Yi ∼ Bin

(
n,

1 + p

2

)
.

b)

p̂1 =
2S

n
− 1

je nestranný, protože

E(p̂1) = 2
E(S)
n

− 1 = 2
n(1 + p)/2

n
− 1 = p.

c) Z věty o rozkladu MSE = bias2 + var tedy plyne, že jeho střední kvadratická chyba
(MSE) je jeho rozptyl:

MSE(p̂1) = var

(
2S

n
− 1

)
=

4

n2
n
1 + p

2

1− p

2
=

1− p2

n
.



d) Pro každé pozorování platí

|p̂2 − p| ≤ |p̂1 − p|,

protože když p̂1 ≥ 0, tak p̂2 = p̂1, a když p̂1 < 0, tak

p̂2 = 0

a protože p ≥ 0, je nula k parametru p vždy aspoň stejně blízko jako záporné číslo p̂1. Pro
každé p tedy platí:

(p̂2 − p)2 ≤ (p̂1 − p)2.

Po zprůměrování přes všechna možná pozorování tedy dostáváme

MSE(p̂2) ≤ MSE(p̂1).

6. (10 bodů) Porovnáváme výsledky dvou metod výuky. Ve skupině A měli studenti známky

3, 4, 5,

ve skupině B měli známky
1, 2.

Jako testovou statistiku použijeme rozdíl průměrů

T = XA −XB.

V permutačním testu předpokládáme, že za nulové hypotézy nezáleží na tom, kterým třem
z pěti hodnot přiřadíme označení skupina A.

(a) Spočtěte pozorovanou hodnotu statistiky T .
(b) Formulujte nulovou hypotézu, která odpovídá permutačnímu testu.
(c) Určete p-hodnotu jednostranného testu proti alternativě, že metoda A dává větší

hodnoty než metoda B.
(d) Zamítli bychom oboustranný permutační test na hladině 0.05?

Řešení.
a) Pozorovaná hodnota je

Tobs =
3 + 4 + 5

3
− 1 + 2

2
= 4− 3

2
=

5

2
.

b) Nulová hypotéza říká, že přiřazení hodnot do skupin A a B je za fixovaných naměře-
ných hodnot náhodné, tedy že označení skupin je zaměnitelné.



c) Všech deset možností je:

hodnoty ve skupině A T
1, 2, 3 −5

2

1, 2, 4 −5
3

1, 2, 5 −5
6

1, 3, 4 −5
6

1, 3, 5 0
1, 4, 5 5

6

2, 3, 4 0
2, 3, 5 5

6

2, 4, 5 5
3

3, 4, 5 5
2

Pro jednostrannou alternativu A > B počítáme hodnoty aspoň tak velké jako pozorovaná:

p =
#{T ≥ Tobs}

10
=

1

10
= 0.1.

d) Pro oboustranný test bychom počítali extrémnost pomocí |T |:

poboustr. =
#{|T | ≥ 5/2}

10
=

2

10
= 0.2.

Na hladině 0.05 tedy oboustranný test nezamítáme.


