Poznamka
Toto nejsou uplné zapisky z prednasky, toto je jen moje priprava k zapoctovému testu
a pozdéji ke zkousce.

1 Markovovy retézce

Definice 1.1 (Markovuv fetézec)

Necht S je nejvySe spocetnd mnozina. Posloupnost (X;),2, ndhodnych veli¢in s oborem
hodnot v S je Markoviv fetézec (s diskrétnim casem, s diskrétnim prostorem a casové
homogenni) pokud pro kazdé t > 0 a kazdé aq, ..., a;41 € S plati

P(Xt+1 = CLt+1|Xt = Qs N ... N X() = CLO) = P(Xt+1 = Clt+1|Xt = a/t) = pa/tva/t+17
pokazdé, kdyz P(X; =a; A ... A Xo = ag) > 0.
Mnoziné S se fikd stavy, budeme predpokladat, ze jsou néjak (pevné) oéislované priro-

zenymi ¢isly (resp. pTirozenymi ¢isly s 0). pa,q,., je pravdépodobnost pfechodu ze stavu a;
do stavu a;q

1.1 Prechody

Definice 1.2 (Prechodova matice)

Matice P, jejiz prvek p; ; vyjadiuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j.

Dusledek
Kazdy fadek piechodové matice ma soucet jeho prvkd roven 1. Tj. P - (1,...,1)T =
(1,...,D)T.

Definice 1.3 (Prechodovy graf/diagram)

Prechodovy graf je ohodnoceny orientovany graf se smyckami, jehoz mnozina vrcholi je S.
Hrana mezi vrcholy 4, j € S vede pravé tehdy, kdyz p; ; > 0 a ma vahu p; ;.

Definice 1.4 (Pravdépodobnostni rozdéleni X)

Necht (X;),_, je Markoviiv fetézec. Pravdépodobnostni rozdéleni X; budeme znacit =
()

i

®) _

%

P(X; = i) pro kazdy stav i € S, t € Ny. () pak znaci fadkovy vektor hodnot 7

Véta 1.1

Pro libovolny Markoviv retézec s pravdépodobnostnim rozdélenim w a prechodovou matici
P a libovolné k = 0

k) — 0 pk




Dokonce obecnéji mt++) = 7(t) pk,

-
Drikaz
¥meN: P(Xp, = j) = Y P(Xpo1 = i) - P(Xpn = j| Xpno1 = i),
€S
7T](~m) = Z Wz(m_l) P,
€S

M) _ m=1)  p

L O

Definice 1.5 (k-krokovy ptechod)

rij(k) = P(pfechod z i do j za k kroktt) = P(X}, = j|Xo = i).

Dusledek

755 (k) = P(Xpq = j|1 X¢ = 0).

Véta 1.2 (Chapman-Kolmogorov)

Pro libovolny Markovuv retézec a libovolné k,l € Ny plati

d ri,j(k) = (P(k))id-;

o Tij(k+1) = 2ues Tiu(k)ru;(l);
o Tij(k+1) =2 cgTiu(k)puy-

1.2 Klasifikace stavu

Definice 1.6 (Dosazitelny stav)

Pro stavy 4,7 Markovova Tetézce fikame, ze j je dosazitelny z ¢ (piSeme j € A(i) nebo
i — j), pokud je nenulova pravdépodobnost, Ze zac¢inaje v i dosdhneme j v kone¢ném case.
Tedy

jeA@G@)=teNy: P(X;=j|Xo=1)>0.

Poznamka
Nevim, jestli na predndsce bylo 3¢ : P... nebo P(3t : ...) > 0. Pokud se nepletu, je to
ekvivalentni.




Dusledek
J € A(i) odpovida existenci orientované cesty z ¢ do j v prechodovém grafu.

Definice 1.7 (Komutujici stavy)

Rikame, Ze stavy 4, j Markovova fetézce komutuji, pokud i € A(j) a j € A(i). PiSeme i <> j.

Véta 1.3

Pro libovolny Markoviv Tetézec je relace < (na S) ekvivalence.

Definice 1.8 (Ireducibilni Markoviv fetézec)

Markoviv fetézec se nazyva ireducibilni, pokud Vi,j € S : 1 < j.

Definice 1.9 (Rekurentni stav)

Stav ¢ € S Markovova Tetézce se nazyva rekurentni, pokud Vj € A(i) : i € A(j).

Definice 1.10 (Transientni stav)

Stav ¢ € S Markovova Fetézce se nazyva transientni (vyznam: docasny, prechodny, pomiji-
vy), pokud neni rekurentni.

Véta 1.4

Pro stav i € S Markovova Tetézce oznacme f;; = P(3t € N : X; = i| Xy = i). Al |S| < oo.
Potom, kdyz f; = 1, tak je stav rekurentni, pokud f; < 1, tak je transientnd.
=
Diikaz (Transientni)
Oznacme j to j € A(i), pro které i ¢ A(j). Potom P(3t € N: X; = j| X = i) # 0 a zfejmé
PEeNVO<t, <t:X,=jAXy, #i|Xo=1)#0a Pty >1:X, =i|X, =j) =0,
Ltedy Ji # L. o

Diikaz (Rekurentni, na prednésce nebyl cely, moje vize:)
Nechf m = minjeq) P(3t < t : X; = i| X, = j). Pro dostatecné velké ¢ (maximum pfes

vSechny Casy z definice rekurentniho stavu) je m > 0. To znamend, ze Zje AG),ji Wj(t) <
(1= m) Y jeap i (piedpokladaje, Ze p;; = 1, protoze pfi libovolném navitivent i

jsme vyhrali). Tedy (stale pfedpokladaje p;; = 1)

i () < 1 —m)". O _qg. =
nlirglo Z 7T <nh—>H01<><1 m) Z T =0-...=0.
JEA(D),j#i JEA(®R),j#i

Ale pokud jsme zacinali uvniti A(i) (coz po rozuteceni se z i rozhodné), tak 3 o\ 4(;) 7rj(f) =
0, ted ) . o
B y ™




Definice 1.11 (Pocet navstév)

Pro stav i € S Markovova fetézce ozna¢me nahodnou veli¢inu V; s oborem hodnot v Nj
pocet navstev i, tedy V; = | {t| Xy = i} |.

Véta 1.5

Stav i € S Markovova retézce je rekurentni = P(V; = 00| Xy = i) = 1. i je transientnt,
pokud V| x,=i ~ Geo(1 — fi).

Definice 1.12 (Stacionarni rozlozeni)

Necht 7 je pravdépodobnostni rozlozeni na stavech S Markovova fetézce. Rekneme, Ze 7 je
stacionarni rozlozeni, pokud 7 - P = 7, kde 7 povazujeme za fadkovy vektor.

Dusledek
0)

Pokud 7 je stacionarni rozlozeni, pak Vk € Ny : 78 = 7(0),

Definice 1.13 (Periodicky stav, periodicky Markovuv fetézec, aperiodicky

)

Stav ¢ € S Markovova Tetézce je periodicky, pokud 3A € N\ {1}:

P(X, =i|Xo=1) >0 = Alt.

Markovuv fetézec se nazyva periodicky, pokud jsou vSechny jeho stavy periodické.

Stav nebo Markoviiv fetézec se nazyva aperiodicky, pokud neni periodicky.

Véta 1.6

Bud (X;)$2, Markoviv retézec, ktery je ireducibilni, aperiodicky a |S| < oo. Potom 3Im
staciondrni rozloZeni a

VJ Vi khm ’I“Z‘J'(k’) = Ty,

navic 7 je jednoznacné fefenim-P=m am-(1,...,1)T = 1.

Definice 1.14 (Absorbujici stav)

Stav a € S Markovova fetézce je absorbujici, pokud p,, = 1.

Definice 1.15 (Cas absorbovani)

Piedpokladejme A = S neprazdnou mnoZinu absorbujicich stavit Markovova fetézce a BUNO
0 € A. Pro kazdy stav ¢ € S definujeme p; jako sttedni hodnotu casu absorbovani z ¢, tedy

w; = E(T|Xo = 1), T=min{t: X, e A}.




Déle a; bud pravdépodobnost, ze zacinaje ve stavu ¢ skonc¢ime v stavu 0.

Véta 1.7

Pravdépodobnosti a; jsou jednoznacné reseni

aozl, CLiIO, O#ZGA, ai:Zpi,jaj, 1€ (S\A)U{O}

JeS
-
Dikaz
LTODO? Jednoduchy, vétou o uplné pravdépodobnosti. o
Véta 1.8

Stredni hodnoty casu (u;) jsou jednoznacné resent

pi =0, i€A, /~Li:1+2pi,jﬂj» i€ S\A.

JeS

-
Dikaz
LTODO? Jednoduchy, vétou o uplné stredni hodnoteé. o

2 SAT

Definice 2.1 (k-SAT)

Je konjukece (¢) [ klauzuli (= disjunkce nejvyse k literali = proménné nebo jeji negace)
splnitelnd (vhodnym dosazenim ano/ne za proménné)? (Proménné oznaéme w1, ..., x,.)

Definice 2.2 (Algoritmus feseni 2-SAT)

Zacneme z libovolné pfifazenymi proménnymi (napf. viechny ne). Nésledné 2 - m - n®-krat
(pro zvolené m € N) zopakujeme: pokud je vSe splnéno, vyhréli jsme; jinak zvolime libovolné
nesplnénou klauzuli a z ni zménime nahodné proménnou a znegujeme ji (tim jsme danou
klauzuli splnili). Pokud po 2 - m - n? krocich nen{ hotovo, pak vratime ne.

Tvrzeni 2.1

Pravdépodobnost spatného vysledku je mensi nez %




-
Dukaz

Predpokladejme, ze ¢(s1,...,s,) je pravdivd a polozme X; = |{zl = s;}. Tedy pokud
X; = n, tak jsme nasli splnéni .

Pokud X; = 0, pak X;y; = 1. Pokud 0 < X; < n, pak ve vybrané klauzuli méame
minimalné jednu ze dvou proménnych spatné (x; # s;). Kdyz zménime spravnou, tak
X1 = X; + 1. Pokud zvolime druhou, tak ona mohla byt také spravné, takze X;.; =
X;+1.

Tim dostavame Markoviv Tetézec tvaru n+1 dlouhé cesty, kde pravdépodobnost cesty
doprava je alespori 1/2. Tento Fetézec jsme (pry) uz analyzovali, vyjde ndm, ze stiedni
hodnota piichodu do posledniho vrcholu je mensi neZ n?.

Tim nam z Markovovy nerovnosti vychdzi, ze P(T > 2mn?) < ﬁ, kde T je nejmensi
Ltak, ze Xp =n. 0

Tvrzeni 2.2

Pravdépodobnost spatného vijsledku je mensi nez s

S -
n

Druikaz

m-krat zopakujeme postup pro ,m = 1% (zacatek volime libovolné, takze je ndm jedno, Ze

predchozi iterace ndm dala néjaky stav, ze kterého pokracujeme). O
Pozndmka

Kdyz toto aplikujeme na 3-SAT, tak budeme mit problém s tim, ze pravdépodobnéji pu-
jdeme doleva misto doprava. Tudiz musime néco zlepsit.

Definice 2.3 (Algoritmus pro feseni 3-SAT)

Zopakujeme 2-2-3"/2 krat: nahodné zvolime za¢atek a n/2-krat zopakujeme krok z 2-SATu.

Tvrzeni 2.3

Spatnou odpovéd dd tento algoritmus s pravdépodobnosti %

-
Dukaz

V kazdém z 2 - 2 - 3"/2 krokti (za¢indme nahodné, tedy X, ma binomické rozdélent)

1

Tedy stfedni hodnota opakovani vnéjsiho cyklu je % =2-3"2. A my vime, 7ze P(T >

n ET 1
223)<m§5 m]




3 Bayesovska statistika

3.1 Postup

Definice 3.1 (Parametr hledané¢ho rozdéleni)

Hledame rozdéleni s parametrem O, ktery budeme povazovat za nahodnou veli¢inu.

Definice 3.2 (Apriorni rozdéleni)

Nejprve vybereme apriorni rozdéleni s pmf (probability mass function) pg(¥) nebo pdf
(probability density function) fo(1)) ndhodné veli¢iny © nezavisle na datech.

Definice 3.3 (Statisticky model)

Potom zvolime statisticky model px|g(z|¥) (nebo fxje(x|?)), ktery popisuje jak jsou (ve-
Iime, ze jsou) rozdéleny data, pokud je © rovno né&jakému konkrétnimu 4.

Definice 3.4 (Posteriorni rozdéleni)

Poté, co pozorujeme X = z (vice méfeni povazujeme za pozorovani jednoho X = x z vice-
dimenziondlniho rozdéleni) spocitame posteriorni rozdéleni fo x (¥|x).

Poznamka
Nakonec najdeme, co potfebujeme védét, napiiklad a,b tak, aby P(a < © < b|X =1z) =
fab f(@\X) (19|$)d19 2 1 — (.

3.2 Bayesova véta

Véta 3.1 (Bayesova pro obé diskrétni)

Necht X, © jsou diskrétni nahodné veliciny, pak

po|x (V|z) = pxje(z[V)pe (V)
S etmo\po(w)0) P16 (TP )pe ()

Véta 3.2 (Bayesova pro obé spojita)

Necht X, © jsou spojité ndhodné veliciny, pak

fxje(x|V) fo (V)

Il — :
fox (V]x) Joemm o\ o0y fx10(2[0) fo (V')




Véta 3.3 (Bayesova pro diskrétni a spojité)

Necht X je diskrétni a © spojitd nahodnd velicina, pak

pxje(z|V) fo (V)

f v $) - / N’
®|X( | fﬁ’elm@\{f@(ﬂ’):o} pX|@(l’|19 )fo (V')

3.3 Bodové odhady

Definice 3.5 (MAP — maximum a-posteriori)

Zvolime modus ©.

Pozndmka
Tj. maximum pgx (¥|x), resp foyx (V]x).

Definice 3.6 (LMS — least mean square)
Zvolime stfedni hodnotu O, tedy E(0|X = z).

Pozndmka
Dostaneme nestranny bodovy odhad, ktery minimalizuje E((© — -)*|X = x).

Pozndamka (Medién)
Obdobné, kdyZ vezmeme median (tj. m tak, ze P(© < m|X = z) = 1), tak minimalizujeme
E((© — )| X = x), tento pristup vsak nebudeme déle pouzivat.

TODO? (Zbytek B. statistiky, specidlné Bayestuv klasifikdtor.)

4 Stochastické procesy

Poznamka
I Markovovy Tetézce jsou vlastné stochasticky proces.

4.1 Bernoulliho proces

Definice 4.1 (Bernoulliho proces)

Bernoulliho proces (s parametrem p), piseme Bp(p), je posloupnost nezavislych ndhodnych
velicin (X3;)$2,, kde X; ~ Ber(p), tedy p(X; =1)=pap(X;=0)=1—p, Vte N.




Dusledek

{Xi}i2, ~ Bp(p) = {Xu}72), ~ Bp(p),Vk e N

{Xi}2, ~ Bp(p) = {Xi}2y ~ Bp(p),

kde N je ndhodna velicina zavisejici pouze na minulosti.

Definice 4.2 (Cas prvniho tispéchu, ¢as k-tého)

T :=min {t| X; =1}, T}, := min {t

Disledek
1 1-—
T ~ Geom(p), E[T] = -, varT = 2p.
p p
Definice 4.3 (Doba ¢ekéni)
Lk = Tk - Tk—17 (TO = O)
Dusledek
Ly ~T ~ Geom(p).
-
Diikaz
Restartujeme Bernoulliho proces v Tj,_;.
Disledek
k
T, =) L.
i=1
k k 1—p
E[Ty) = > EL; = —, varT, = » varL;, =k - )




kde Pas(p,k) je tzv. Pascalovo rozdéleni (definované pravé p(Tp = t) = ... vyse), také
nazyvané negativni binomickeé.

Véta 4.1 (Spojovani Bernoulliho procesi)
Mejme {X}72, ~ Bp(p) a {Y}Z, ~ Bp(q), pak {X; v Yi}72, ~ Bp(p +q — pa).

Véta 4.2 (Rozdélovani Bernoulliho procesi)

Méjme {Z,}2, ~ Bp(p). Potom {Z;-Yi};2, ~ Bp(p - q), kde Y; ~ Ber(q) jsou navzdjem
nezavislé (a nezavislé na 7).

4.2 Poissoniiv proces

Definice 4.4 (Poissonuv proces)

Definujme c¢asy prichodi jako redlna cisla: 0 < T} < Ty < T3 < .... Po Poissonové procesu
pozadujeme:

1. Pro kazdou délku intervalu 7 chceme, aby pravdépodobnost k prichodtt v tomto
intervalu byla stejné, oznacme ji p(k, 7).

2. Pocet prichodu v intervalu [a, b] je nezévisly na poctu prichodu v [0, a].

3. p(0,7) =1—=Ar+o(7), p(1,7) = Ar 4+ o(7) (= p(k,7) = o(7), VEk = 2).

Poissoniiv proces je tedy posloupnost nahodnych realnych velicin 0 < T} < Ty < T3 <
..., kterd spliiuje tyto 3 body.

Definice 4.5 (Pocet prichodi do ¢asu t)

N; = max k|Ty <t

Véta 4.3

ny:
N; ~ Pois(\ - t), p(N, =k) = e‘“u.

10




-
Dukaz

Rozdélme si interval [0,¢] na [ intervalii pro néjaké [ velké. Pak délka jednoho intervalu je
Ep(LY) =240t ap(kt) =0(t). o(t) zanedbdme, tedy mame Binomické rozdéleni
s parametry [ a T't, coz pro rostouci [ vede k Poissonovu rozdéleni s parametrem A-t. Tedy

p(N, = k) = e—*t%.

L [}

Definice 4.6 (Cekan{ na dalsi prichod)

Lk = Tk - Tk—l'

Dusledek

Dusledek

k

1

ET;, :ZEL,- — k:-X.
=1

k
1
var T}, :ZvarLi = krﬁ
i=1

)\ktk—le—)\-t

fr,(t) = NCEE

Véta 4.4 (Rozdélovani Poissonovych procesi)

Meéjme 0 < 11 < Ty < ... Poissoniv proces s parametrem A a kaZdy prichod nezdvisle
s pravdépodobnosti p ponechejme. Pak novd 0 < T| < Ty < ... jsou Poissonuv proces
s parametrem X - p. Odstranéné 0 < Ty < Ty < ... jsou Poissoniiv proces s parametrem
A (1 —=p). A tyto procesy jsou na sobé nezdvislé.

11




Dukaz

pp(k,7) = Z p(n,7) - P(Bin(n,p) = k).
n=k

Nésledné se ovéri podminky Poissonova procesu (na prednasce ukazén trochu zjednodu-
seny vypocet).

Nezavislé < P(X = kAY =1) = P(X = k) - P(Y = [). Nasledné jsme ovérili

Ldosazenim. o

Véta 4.5 (Spojovani Poissonovych procesii)

Necht 0 <Th <Th < ... a0 < S1 <8 < ... jsou Poissonovy procesy s parametry A,
». Potom jejich sjednocenim ziskame Poissonuv proces 0 < Ry < Ry < ... s parametrem
A + s. (Pripadné muzeme spojovat i libovolné mnoho Poissonovijch procesi do Poissonova
procesu s parametrem rovngm souctu parametri puvodnich.)

n
Diikaz
p(Ry>t)=P(Ty >t A Sy >t)=P(Ty >t)- P(S; > t) = e M. e = ¢,
Nésledné restartujeme procesy v Ry a zac¢indme nanovo :) o

5 Balls and bins

Definice 5.1 (Narozeninovy paradox)

k 1idi, jaka je pravdépodobnost, ze dva lidé maji narozeniny ve stejny den?

Poznamka
Reseni:
1 2 k—1
Plkazdy vijingyden) = (1—— | - (1= =— ] ...- |1 — —— | &
(kad§ v jing den) ( 365) < 365) ( 365)
k=l ; k ; ke(k—1
(e—x ~ 1 _J;) ~ @_ﬁ = e_zz':_llﬁ =e 2(535)
L i=1

Definice 5.2 (Balls and bins)

Mame m kulicek, které rozdélime do n prihradek.

12




-
Napriklad
MiZeme se ptat na:

narozeninovy paradox;

# kulicek v prvni piihradce (~ Bin(m,1/n));

prvni piihradka prazdnd ((1 —1/n)™ ~ e~™/");

# prazdnych pithradek (E=n- (1 —1/n)" ~ n- e ™™);

prumérny pocet kuli¢ek v prihradce (m/n);

maximalni pocet kulicek v piihradce (nasledujici véta);

L
Véta 5.1
Pokud m = n je velké, M := 13;?5&, pak
o - 1
P(mazimalni pocet kulicek > M) < —.
n
=
Diikaz

P(pocet kuli¢ek v pithradce 1 = M) < P(Bin(n,1/n) = M) =

m

P(# kuli¢ek v néjaké pifhradce > M) < Z P(# kulicek v prihradce i = M) = n(

i=1
Chtéli bychom n - (ﬁ)M < % Tedy priddame logaritmus:

logn+ M - (1 —logM) < —logn

1
2logn + z))Oi(l —log 3 — loglogn + logloglogn) < 0
loglogn
1-1 loglogl
—(logn) - (1—3l=lo83 4 losloglogn)
loglogn loglogn

A jelikoz 10% — 0 pro x — 00, tak pro dostatecné velka n nerovnost plati.

(

e \M
i)

e \M
i)

13




Diisledek (Bucketsort)

Chceme setiidit n = 2* [-bitovych (,,ndhodnych®) é&isel. Rozdélime éfsla na prvnich & bi-
ti (b(x)) a zbylych | — k bitt. Potom za prvé roztiidime ¢isla podle b(x) do prihradek
(1,...,2%). Nésledné settidime kazdou pithradku (napi. bubblesortem) v kvadratickém ¢a-
se. Nakonec slijeme piihradky dohromady.

Stredni hodnota slozitosti tohoto algoritmu je linedrni.

-
Dukaz

Prvni krok je linedrni v n, stejné tak treti. Po prvnim kroku bude # kulicek v i-té pri-
hradce ~ Bin(n,1/n). Tedy slozitost (ve stfedni hodnoté) kroku dva bude (c je konstanta
z bubblesortu)

IEZUXZ-2 :ZC'E(XE) =n-c- (varX; + (EX)*) < 2n-c.
i=1

i=1

Diisledek (Hesovani)
Chceme n objektu (napf. fetézei) uklddat tak, aby slo rychle hledat. Predpokladame, ze
méame hashovaci funkci (zobrazeni z objekt do [0, m — 1] n N), kterd je ,ndhodné*.

Pokud je pfiblizné n < 4/m, potom pravdépodobnost kolize (2 objekty maji stejny
hash) je priblizné % z narozeninového paradoxu.

Pokud je m = n dostatecné velké, pak pravdépodobnost, Ze maximalni pocet objektt
v piihradce prekona M := 131& je mensi nez 1 z predchozi véty.
oglogn n
Ocekavany cas na nalezeni prvku je ve vSech pfipadech . nebot ocekavany pocet
m
objektt v prihradce je .
m

Maximalni ¢as nalezeni bude pro n = m dostatecné velka, nejvyse M s pravdépodob-
nosti vétsi nez 1 — % (Moc Iépe to nejde kvuli nasledujici véte.)

Véta 5.2

Za predpokladu dostatecné velkého m =n a My =

logn
loglogn Je

1
P(mazimalni pocet kulicek = M) < —.
n

Definice 5.3 (Znaceni)

X = 4 kulicek v i-té piihradce.
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To znamena (Xfm), . ,X,S’”)) ma multinomické rozdéleni, tj. (pro X k; =m, 0 < k; < m)
1 m! 1
P(X(m):k,...,X(m):kn>: S [P, LS.
! ! n ki, kn) mm o Kyl k! nm

Také to znamend, ze Xi(m) mé rozdéleni Bin(m,1/n), coz je ptiblizné Pois(m/n).

Véta 5.3

Nechtm,n € N, Yl(k)7 Y Gsou nezdvislé stejné rozdélené veliciny s rozdélenim Pois(k/n)
a Xi(m) jako v predchozim. Pak rozdélem’Xi(m) je shodné s rozdélenim Yi(k), pokud Y, Y;(k) =
m.

-
Dikaz

Méjme ky + ...+ k, = m a 0 < k; < m, potom chceme

P(Xl(m) — k., X0 =kn> Py =Py :p(y1<k> kY =k 3V :m>‘

N n
ZY;U‘“') ~ Pois (— + ...+ —) = Pois(k) = B = e F .
O n n m)
L ]
Véta 5.4

Budte X, Y jako v predchozi vété a f(xy,...,x,) = 0. Potom Ef(Xl(m),...,Xy(Lm)) <
Ef(v\®, . v\ e k.

Navic pokud je pravd strana monoténni v m, pak mizeme e - 'k nahradit 2.
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Dikaz
Ef(", ,Y;“):ZE(M“, ,Y;k>>\2¥<’“:z> P<213<k>:z> >
=0 j=1 j=1
> (100 S <m) o (7 =m)
J=1 j=1
(m) (m () _ (m) I
=EfQG™, - X P(ZY]- —m)—Ef(Xl e X e
j=1
1
> E X(m)7 ,X(m) L
(X a) -
TODO!M

Totéz provedeme pro monoténni pravou stranu, jen budeme odhadovat lepsi pravde-
Lpodobnosti'? (TODO?) o

Diikaz (Predptedchozi véty)
Z predchozi véty (aplikované na f(xq,...,x,) = (max{xy,...,x,} < M)) nam staci doké-

zat, ze
1

PmaX{Y(k),...,Yn(k) }<M < —.
(mawe {; )} <)< ——

PL.)=PYP <M)-... PP <M)y<(1-PYP =M)-....1=PY® =M)) =

) o 1M n _% n _ L 1
s — e I~ e-M! e-M! _
SV (6 ) Se =T

nebot to je totéz jako

i > 2logn,
e- M!

coZ spocitdme pomoci odhadu M! < M - (M /e)M. o

6 Neparametricka statistika

Definice 6.1 (Neparametrickd statistika)

Neméme model (rozdéleni zdvisejici na parametru).

TODO (Permutacni test)
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Definice 6.2 (Permutacni test)

Méjme data x1,...,%, a y1,...,Ym (napf. testovaci a kontrolni vzorek). Déale méjme f,
které rozhoduje, zda dané zq, ..., 2,1, spliiuje nulovou hypotézu.

F = {f(W(Z))}freSn+m

p-hodnota je podil prvki souboru F, které splnuji nulovou hypotézu. Nulovou hypotézu
zamitneme, pokud je tento podil mensi nez «.

(Pozadujeme, aby za nulové hypotézy byla pravdépodobnost kazdého prvku F stejné.)

Definice 6.3 (Permutacni test ++)

Pokud nemtizeme pocitat f pro vsechny 7 € S, .,,, nasamplujeme F* < F.

Definice 6.4 (Znaminkovy test)

Xq,..., X, nezavislé ndhodné veli¢iny z neznamého spojitého rozdéleni symetrické podle
stredni hodnoty. Nulova hypotéza je, ze sttedni hodnota je 0.

Necht Y; = sgn(X;) = +1 nebo 0 (pozor, ne —1). Potom pii predpokladu nulové hy-
potézy Y = Y | 'Y; ~ Binom(n, 3). Tedy nulovou hypotézu zamitneme, pokud ¥ < Y,
nebo Y > Yi_n/9, kde P(Binom(n,1) <Y,) = x.

Definice 6.5 (Pair test)

Méjme data, kterd jsou prirozené v parech (napf. hodnota pred a po vylepseni algoritmu)
a méjme néjakou hypotézu, kterou muzeme testovat po prvcich (napt. jestli se prumér
novych a starych hodnot shoduje, coz mizeme testovat jako ,,jestli je priimér rozdild hodnot
0%). Potom se muzeme na par divat jako na jeden prvek.

Definice 6.6 (Wilcoxontv test znaminka hodnosti)

X1, ..., X, nezavislé ndhodné veli¢iny z neznamého spojitého rozdéleni symetrické podle
stfedni hodnoty. Nulova hypotéza je, ze sttedni hodnota je 0.

Hodnost (rank,r;) je poradi v sefazeni |X;| (misto sdileného poradi vezmeme primeér
sdilenych mist, to se ve skutecnosti v spojitém rozdéleni nemuze stat). Definujeme

T:=(W ::)Zri csgn(X;) =T+ —T".

i=1

Zamitneme nulovou hypotézu, pokud T' je moc velké nebo moc malé, tj. T' < Y, /5 nebo
T > Yi_qa/2 ve spravném (TODO?) rozdélent.
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Definice 6.7 (Manntuv—Whitneyho U-test)

Mame dvé mnoziny Xq,..., X, a Y1,..., Y.

\%

»—ltleHO
e
I
N XX

n m

Uw=> > 58X.Y), SXY):=

i=17=1

A

Nulovéd hypotéza je P(X <Y) = P(Y < X).

TODO!! (Simpson paradox)

7 Moment generating function

Definice 7.1 (Moment generating function (MGF))

Pokud X je ndhodna velic¢ina a s € R, potom My(s) := E(e*X).

Véta 7.1
- k sk . . .
Mx(s) = Z E(X )E (Pro s z intervalu, kde je Mx(s) definovdno.)
k=0 '
=
Drikaz
s X — (8 ) X)k _ = k Sk
E(e )_E<Z k! > ZE(X )y
k=0 k=0
L
Véta 7.2
Ma-X-‘,—b = Gb’sMx(a . S).
=
Drikaz
E (e*@XH)) = E (% - %) = e Mx(a - ).
L
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Véta 7.3

X aY nezivislée = Mx,y = My - My.

-
Diikaz
Mx.,y(s)=E (es'(XH/)) =E (e - e*") =E (e¥¥) - E (") = Mx(s) - My(s).

L O

Véta 7.4
Pokud 3e > 0 Vs € (—¢,e) : Mx(s) = My(s) € R, pak Fx(t) = Fy(t) Vt € R.

-
Dukaz
LBez dukazu. o

Véta 7.5
Pokud 3¢ > 0 Vs € (—¢g,¢) : My, (s) — Mz(s) € R a Fy je spojité, pak Fy, (t) — Fz(t)
VteR (Y, B Z).

-
Dukaz
LBez dukazu. o

Véta 7.6 (Centralni limitni véta)

X1, Xs, ... nezdvislé stejné rozdélené veliciny, EX; = p, var X; = o2, potom

_Xit+ .+ Xy

Y,
o\/n

Potom Y, 5 N(0,1).

-
Diikaz ,
Pouzijeme piedchozi vétu, kde Z ~ N(0,1), My = e7, ziejmé Fy je spojitd. MiiZeme
predpokladat, ze p = 0. Také predpokladejme, ze M, (s) existuje. Potom Y,, = XITT—X/;LIX”

Tedy

o () (o () - o)

~1+in e” 1% = My(s)
- 2n oA

L% je trochu podvod, ale dokaze se jednoduse zlogaritmovanim. O
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Véta 7.7 (Chernoffova)

Xy,..., X, ~1—2- Ber (%) jsou mezdvislé stejné rozdélené veliciny, X = X1+ ...+ X,

o?=varX =n, t >0, potom

-
Dukaz

Pro libovolné s mame

Ee®  Mx(s) _ (Mx,(s)" _ (e"+e)"

P(X =t)=P(eX =) <

es~t es-t €s~t 2 . €s~t
Zoo 52k " ZOO (52/2)k " 2
k=0 (2k)! k=0 Kl et e
— < = = € 2 —-s
~ .
6s~t €s~t €s~t
Nésledné dosadime s = % o

TODO(Shannon’s coding theorem)
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