4. cviceni z PSt — 10.-14.3.2025
Nahodné veli¢iny

e Ndhodnd velic¢ina je prifazeni realného ¢isla kazdému vysledku ndhodného experimentu, neboli je to
zobrazeni X : Q — R.

e Stiedni hodnota E(X) =} ¢/, x) 2 P(X =2)

Nazev Znaceni Pravdépodobnostni funkce Rozsah (ImX) St¥edni hodnota
Bernoulliho X ~ Ber(p) px(1)=p,px(0)=1—p  {0,1} D
Binomické X ~ Bin(n,p) px(k) = (1)p*A —p)nF {0,1,...,n} np
Geometrické X ~ Geo(p) px(k) = (1—p)F1p {1,2,...} %
Poissonovo X ~ Poi(A) px (k) = e’/\% {0,1,...} A
Uniformni X ~ Unif(a, b) px (k) = =7 {a,a+1,...,b} ath
Hypergeometrické X ~ Hyper(N,K,n) px(k) = {0,1,2,...,min(n, k)} n%

1. Na krouzku mame pét kli¢i, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. ZkouSime oteviit dvere.
(a) Po kazdém pokusu se nam krouzek vysmekne, a vybirame vzdy znovu ndhodné.
(b) Vybirame v ndhodném potadi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (miZeme si je poznacit).

V obou piipadech zkoumame, kolikdtym pokusem dvefe otevieme. Jaké je rozdéleni této nahodné veliciny,
tj., jaka je pravdépodobnost, Ze dvefe otevieme k-tym pokusem. Jaka je jeji stfedni hodnota? (Pouzijte
tabulku.)

(c) Jako ¢ast (a), ale spravné jsou dva klice z deseti.
(d) Jako ¢ast (b), ale spravné jsou dva kli¢e z deseti. (Zde je urceni stfedni hodnoty trochu t&zsi, staci
kdyZ uré¢ite pravdépodobnostni funkci.)

2. Na prednasku je piihlaseno 234 lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze presné jeden z nich méa dnes narozeniny?
Ignorujte prestupné roky, uvazujte, ze vSechny dny jsou stejné pravdépodobné pro narozeni.

(a) Pouzijte binomické rozdéleni.

(b) Pouzijte aproximaci pomoci Poissonova rozdéleni: Bin(n,A/n) je pfiblizné Poi(\).

(c) Co se zméni, kdyz budu uvazovat narozeniny zitra?

3. Necht ndhodna veli¢ina X m4 Poissonovo rozdéleni, X ~ Poi(\). Piipomente si vzorec pro pravdépodob-
nostni funkei px (k). UkaZte, Ze px (k) je rostouci pro k < |\| a pak klesa, v limité k nule.

4. (Kasino v St. Petersburgu) Hazime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dostaneme
za odménu 2" penéz. Jaka je stfedni hodnota odmény? Kolik byste byli ochotni zaplatit za ucast v této hie?
Jak hodnota vyhry souvisi s geometrickym rozdélenim Geo(1/2)?

5. Hodime (m + n)-krat spravedlivou kostkou. Ozna¢me X pocet Sestek z prvnich m hodd, Y pocet Sestek
z poslednich n hodi. Jaka je distribuce X, Y a X +Y? Jaké jsou jejich stfedni hodnoty? (Pouzijte tabulku.)

6. V pytliku je N bonbént, z nichz K je dobrych. Nahodné vytahneme n z nich, ozna¢ime X pocet dobrych
vytazenych bonboént.

(a) Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X?

(b) Jaka je P(X =k)?

(¢) Urcete E(X) — pomoci tabulky. Pro n = 1 si rozmyslete, Ze je to jasné.



Nezavislé nahodné veli¢iny
Definice: diskrétni n.v. X;, Xa jsou nezdvislé, pokud jsou nezavislé jevy {X; = x1} a {X2 = a2} pro
kazdou dvojici ¢isel x1, 5.

7. Ukazte, Ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikatorové veli¢iny.

8. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
P(X<z&Y <y)=P(X <z2)P(Y <y).
Pro jednoduchost muzete predpokladat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro n&jaké n.

Bonus

9. * Roztrzity matematik ma v kazdé kapse krabicku s n zapalkami. Pokazdé, kdyz potfebuje zépalku, tak ji
vezme z nahodné kapsy. Kdyz takhle najde prazdnou krabicku, ozna¢me X pocet zapalek v druhé krabicce.
Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X.

K procviceni

10. Na ko$ nezavisle hazi n hra¢a basketbalu. Pti kazdém hodu méa kazdy z nich pravdépodobnost p, ze
se trefi, nezavisle na ostatnich. Ozna¢me X; poradi hodu, kterym se i-ty hra¢ poprvé trefi. Ozna¢me dale
X =min(Xy,..., Xp).

(a) Jaka je distribuce X7, Xo, ... 7

(b) Jaka je distribuce X?

11. Ozna¢me X pocet meteori, které uvidite béhem hodinového pozorovani noc¢ni oblohy. Jaké rozdéleni
pouZijete pro popis X7



