2B. zkouskova pisemka NMAIO59 Pravd. a Stat. 1 — feseni

1. (10 bodi) Na obréazku je zakreslena distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X. Hodnota
Fx(0) neni na obrazku vyznacena.

a) Urcete F'x(0).

b) Co miizete fict o hodnoté Fx(3)? 1

c) Jedna se o diskrétni nebo o spojitou ndhodnou veli¢inu? »

d) Spoctéte P(X < 1). :

) Spoététe P(X > 0). :

(&
f) Spoctéte P(0 < X <1). e ——

g) Urcete osmdesaty percentil.
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Reseni:

(a) Hodnota Fx(0) neni v grafu distribu¢ni funkce zakreslena, ale diky spojitosti distri-
buéni funkce zprava vidime, ze Fx(0) = 0.55.

(b) Hodnota Fx(3) miuze byt cokoli mezi 0.8 a 1. (Distribu¢ni funkce je neklesajici,
omezena 1.)

(c) Distribu¢ni funkce neni spojita, takze se nejedné o spojitou ndhodnou veli¢inu. Neni
to ale ani po ¢astech konstantni funkce, takZze se nejedné ani o diskrétni n.v. (Jedna se o mix
spojité n.v. a konstantni nuly, kterd ma pravdépodobnost 0.25.)

(d) P(X <1)=Fx(1-) = 0.8 (Fx je spojita v 1, ale kdyby nebyla, brali bychom limitu
zleva, ne funkéni hodnotu)

(€) P(X >0)=1— Fy(0) =1 —0.55 = 0.45

(f) P(0< X < 1) = Fy(1) — Fx(0_) = 0.8 — 0.3 = 0.5 (Odéitame P(X < 0), coZ neni
funkéni hodnota distribuéni funkce, ale jeji limita zleva.)

(g) Je to nejmensi hodnota ¢, pro kterou plati Fx(q) > 0.8, tj. ¢ = 1.

2. (10 bod)
Hézime hraci kostkou, zapisujeme si jestli padlo sudé (S) nebo liché (L) ¢islo.
(a) Oznatme X pocet vyskyta ,LS“, tj. takovych i, Ze v i-tém hodu padlo liché a
v (i + 1)-nim hodu sudé ¢islo. Celkovy pocet hodu je 400. Urcete E(X).
(b) Ozna¢me Y pocet hodii, nez se dockame vyskytu dvojice ,,LL.S“, tj. kolikdtym hodem
padlo sudé ¢islo predchézené lichym ¢islem (hazime tak dlouho, dokud se to nestane). Urcete

E(Y).

Reseni: a) Oznacme X; indikdtorovou proménnou, kterd je 1, pokud v i-tém hodu padlo
liché ¢islo a v (i + 1)-nim hodu padlo sudé ¢islo, a 0 jinak. Celkovy pocet vyskytia ,,LS“

miizeme zapsat jako:
399

X=>X
=1



Protoze hazime béznou hraci kostkou, pravdépodobnost, Ze padne liché ¢islo, je % = % a
pravdépodobnost, Ze padne sudé ¢islo, je také %
Kazdéa indikatorova proménna X; méa stejnou ocekavanou hodnotu:
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1
E(X;) = P(Liché ¢islo v i-tém hodu a sudé ¢islo v (i + 1)-nim hodu) = 5

Celkovy o¢ekavany pocet vyskyti LS je:

399
1
E(X) =) E(X;) =399 L = 9975
=1

b) Necht Y] je pocet hodii, nez se poprvé objevi liché ¢islo, Y5 pocet hodi, které po tomto
prvnim lichém ¢isle ¢ekame na prvni sudé ¢islo. Napt., pokud padlo SSSLLLS, tak Y| =4,
Y, =3.

Je zjevné, ze Y1 1 Y5 maji geometrické rozdéleni s pravdépodobnosti tispéchu 1/2; tj. se
stfedni hodnotou 2. Déle si snadno rozmyslime, ze Y = Y] +Y5, tj. z linearity stfedni hodnoty
jeE(Y)=EY)) +E(Ys) =2+2=4.

Alternativni postup: Ozna¢me pro stru¢nost E(Y | L) stfedni hodnotu Y, pokud prvni
hod bylo liché ¢islo, atp. Jisté plati:

e E(Y)=1-E(Y |S)+3 -E(Y |L) (véta o Gplné stfedni hodnots)
e E(Y |S)=E(Y)+1 (,za¢iname znovu, ztratili jsme jeden hod“)

o E(Y | L) = 1+E(Geom(1/2)) (jednou jsme hodili, ted ,¢ekame na tspéch®, tj. padnuti
sudého cisla)

Celkové mame tedy rovnici

jejimz Fesenim je E(Y) = 4.
3. (10 bodid) O namétenych hodnotéach 6, 6, 10, 8, 10 predpokladame, Ze pochézeji z na-
hodného vybéru z rozdéleni Pois(\). (Jedné se o pocet dotazi na webovy server béhem
jedné minuty.)

(a) Navrhnéte bodovy odhad parametru A momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad parametru A metodou maximélni vérohodnosti.

eSeni: a) Prvni moment, tj. stfedni hodnota Pois()) je A, prvni vybérovy moment je
= (6+6+ 10+ 8+ 10)/5 = 40/5 = 8. Odhad pomoci momentové metody je tedy
=z =2_8.

b) Dle vzorce pro Poissonovo rozdéleni a nezavislosti méteni je pravdépodobnost, Ze
dostaneme méteni x1, ..., x5 rovna
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kde C' = 1/(z4!...z5!) je konstanta. Pro snazsi vypocet zlogaritmujeme:
l(x,\) =log(L(z,\) = =5\ + 5z log(A) + log(C).
Hleddme maximum, proto zderivujeme podle \:
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Oz, \) = -5+ —.
(337 ) + )\
Pro A € (0,00) je tato derivace napied kladné, pak nulova, pak zaporna. Takze bod, kde je

derivace nulova je kyzené maximum. Snadny vypocet dava i tady A = x = 8.
4. (10 bodu) (a) Definujte pojem nezéavislé nahodné veliciny (spojity piipad, dvé veli-
¢iny). Uvedte formulaci pomoci distribu¢ni funkce i pomoci hustoty.

Rozhodnéte, zda existuji nezavislé X, Y takové, ze X ~ N(0,1) a Y ~ N(0,2). Pokud
ano, jakych hodnot mize nabyvat E(X - Y) a E((X — 2Y)?).

(b) Definujte pojem kovariance ndhodnych veli¢in.

Ozna¢me X vysledek hodu Sestisténnou hraci kostkou a Y hodnotu X/3 zaokrouhlenou

na cela ¢isla dola. Urcete kovarianci X a Y.

Reseni: a) Necht X, Y jsou veli¢iny se sdruzenou hustotou fxy a sdruzenou distribu¢ni
funkei Flyy. Pak X, Y jsou nezévislé pravé kdyz pro vSechna realné x, y plati

Fxy(xz,y) = Fx(z)Fy(y) ekvivalentné fxy(z,y) = fx(z)fy(y).

Ano, takové velic¢iny existuji, staci definovat hustotu vyse uvedenym vzorcem, tj.

fxy(@y) = o(z) - o(V2z).
Pak podle véty o stfedni hodnoté soucinu nezavislych veli¢in je
E(XY) =E(X)E(Y)=0.
Podle linearity stfedni hodnoty plati
E(X —2Y)?) = E(X?) —4E(XY)+E(4Y?) =1+4-2=0.

(Vyuzivame zde toho, Ze var(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?), nebot v nasem piipadé je
E(X) = 0; obdobné pro Y.)

b) Kovariance je definovana jako cov(X,Y) = E(X —E(X))(Y —E(Y))), lze také pocitat
jako E(XY) — E(X)E(Y).

V nasem pifpadu je E(X) = 3.5, E(Y) = (0+0+14+14+1+2)/6 = 5/6. Déle je E(XY) =
(1-04+2-0+3-1+4-14+5-146-2)/6 =24/6 = 4. Je tedy cov(X,Y) =4—35/12 = 13/12.

5. (10 bodi) Vyslovte Centralni limitni vétu. Vysvétlete, k ¢emu se hodi. Zejména vysvét-
lete, jak se pouziva pro intervalové odhady.



Reseni: Centralni limitni véta Fika, Ze soucet velkého poctu nezavislych a identicky rozde-
lenych ndhodnych veli¢in s konecnou stfedni hodnotou a rozptylem mé priblizné normalni
rozdéleni. Formélné:

Necht X, X5,... jsou nezavislé a identicky rozdélené nahodné veli¢iny s ocCekavanou
hodnotou j a rozptylem o2. Pak pro soucet S, = X; + Xy + - -- + X,, plati, Ze:
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kde % znadi konvergenci v distribuci. Jinymi slovy, pokud F,, znamena distribu¢ni funkci
nahodné veliciny SZ\_/%” , tak plati, ze lim,,_, Fy,(x) = ®(x) pro vSechna z.

CLV se hodi pro aproximaci distribuce sou¢tu nebo priméru velkého poc¢tu nahodnych
veli¢in normalnim rozdélenim, coz usnadiuje vypocty pravdépodobnosti a statistické odhady.

Jednou z hlavnich aplikaci CLV je konstrukce intervalovych odhadi pro stfedni hodnotu
populace. Intervalovy odhad poskytuje rozmezi hodnot, ve kterém s urcitou pravdépodob-
nosti lezi skutecné stfedni hodnota populace. Postupujeme takto:

Méjme vzorek Xy, X, ..., X, z populace s neznamou stfedni hodnotou p a rozptylem
o2

Spoé¢teme vybérovy priimér X = % >, X;. Podle CLV je vybérovy pramér X pro velké

4 N(0,1)

n priblizné norméalné rozdélen s o¢ekavanou hodnotou p a rozptylem %2
Pro danou hladinu spolehlivosti 1 — o (napf. 95 %) pouzijeme kritickou hodnotu z,/s z
normalniho rozdéleni, kde P(Z > zq/2) = 5.
Konfidenéni interval pro u je:
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Tento interval znamené, ze s pravdépodobnosti 1 — « lezi skutecna stfedni hodnota p v

intervalu:
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X_ (e '_7X a2 T —
( Soa e ﬁ)

6. (10 boda) Vyslovte a dokazte vétu o konvoluénim vzorci pro diskrétni ndhodné veli¢iny
(tj. jaka je pravdépodobnostni funkce souctu).
ReSeni:

Véta: Necht X a Y jsou dvé diskrétni ndhodné veli¢iny se sdruzenou pravdépodobnostni
funkei px y. Pravdépodobnostni funkce sou¢tu S = X + Y je dana vzorcem

o0

psk) = Y pxy(zk—x)
z€Im(X)
Pokud X, Y jsou nezavislé, tak plati konvolu¢ni vzorec
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ps(k) =Y px(@)py(k—x).

zeIm(X)



Dukaz: Potfebujeme zjistit P(S = k). Tuto pravdépodobnost zjistime jako soucet dis-
junktnich jevi podle moznych hodnot z ndhodné veli¢iny X:

P(Z=k)=) P(X=z&Y =k—u),
coz nam dava prvni vzorec.
Pokud X a Y jsou nezavislé, tak plati:
PX=z&Y=k—2)=PX=2)-PY =k—ux).

Oznacime-li pravdépodobnostni funkce X a Y jako px a py, pak miZeme prepsat:

ps(k) = > px(@)-py(k—a)

zeIm(X)

Tim je véta dokazéana.



