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1. (10 bodu) Na obréazku sou hustoty nahod-
nych velicin X a Y. Rozhodnéte, zda plati g
(a) E(X) < E(Y)
(b) var(X) < var(Y)
(¢) X <Y skoro jisté (vysvétlete i, co
tento vyrok znamena)
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Reseni: (a) Ano: Od pohledu jsou hustoty obou rozdéleni symetrické okolo bodu, kde na-
byvaji maxima. Proto se zda, ze E(X) =2 <3 =E(Y).

(b) Ne: hustota X je vic ,rozplizla“, takze var(X) > var(Y). Zda se, ze X i Y jsou
obé norméalni rozdéleni, a potom n.v. s vétsim rozptylem bude mit mensi maximum hustoty.
(Diky vzorci na prepocet mezi hustotou N(0,1) a obecnou N(u,c?).)

(c) Ne. Zde jste si mohli zadani dotvofit, nebylo totiZ feceno jaky je vztah X a Y. Pokud
jsou nezavislé, tak je naptf. P(Y < 3) = 0.5 zatimco P(X > 3) > 0, a je tedy kladna
pravdépodobnost, ze ¥ < 3 < X.

Pokud bychom chtéli X a Y mit zavislé, mohli bychom rozmyslet, zda je mozné vytvorit
jejich sdruZenou distribuci tak, aby bylo vzdy X < Y. I zde by byla odpovéd ne, ale neni to
vidét z obrazku hustoty.

POZOR Dotaz na pravdépodobnost jevu X < Y se pta na mnozinu elementarnich jevi,
tj. {w € Q: X(w) < Y(w)}. Toto je zcela jind otazka nez jakd je mnozina ¢ € R pro ktera
fx(t) < fy(t)! Je dobré o tomhle poptemyslet, mize vam to ujasnit, co to znamené ndhodna
veli¢ina a jak ji popisujeme.

2. (10 bodi) Jezdime cely rok (250 dni) nacerno metrem. Kazdy den mame pravdépodob-
nost p = 0.02, ze potkdme revizora. Ozna¢me X pocet setkani s revizorem béhem roku.

(a) Jaka je stfedni hodnota E(X)?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze dostaneme presné E(X) pokut? Napiste pfesny vzorec
a odhadnéte pomoci Poissonova rozdéleni. (Ani v jednom pi¥ipadé nemusite vy¢islovat.)

(c) P1i kazdé kontrole se nad nami s pravdépodobnosti 1/3 revizor slituje a neché nés
jit bez pokuty. Ozna¢me Y pocet dni, za které budeme platit pokutu. Urcete E(Y), a var(Y').

Reseni: (a) E(X) =250p =5
(b) Mame X ~ Bin(250,p). Je tedy P(X =5) = (220)]95(1 — p)*. Pouzijeme-li aproxi-
maci pomoci Pois(250p), dostaneme vzorec e~>5°/5!. Pro zajimavost (nebylo t¥eba vy¢islo-

vat), presnd hodnota je 0.1772476, aproximace 0.1754674.



(c) Y ~ Bin(250,2p). Pozor, to je néco jiného, nez Y’ = 2X (napi. Y nabyva jen
celoc¢iselné hodnoty — a zejména ma jiny rozptyl nez Y”)!

Je tedy E(Y) =np=5-2=10/3 avar(Y) = np(1 —p) =10/3- (1 — ).

3. (10 bodia) Necht X ~ Ezp()\), Y ~ Exp(p) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. (Piedpo-
kladejte A # p.) Oznacme Z = X 4+ Y.

(a) Urcete hustotu n.v. Z.

(b) Urc¢ete stiedni hodnotu E(Z).

(¢) Urcete rozptyl var(Z).

Regeni:
(a) Pouzijeme konvoluéni vzorec. TODO Vyjde fz(t) = /\—A_%(e"\t —e 1),

(b) Pouzijeme vlastnosti exponencidlniho rozdéleni a linearitu st¥edni hodnoty:

E(Z) =E(X)+E(Y) :%Jr%.

Slo by i pouzit hustotu spocitanou v ¢sti (a), ale bylo by to pracnéjsi.
(c) Pouzijeme vlastnosti exponencidlniho rozdéleni a to, Ze rozptyl souc¢tu nezavislych
n8hodnych veli¢in je roven souctu rozptyli.

1 1
var(Z) = var(X) + var(Y) = e + el

4. (10 bodu) (a) Definujte pojem sdruzené distribu¢ni funkce.

Necht F' = Fx y je sdruzend distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X, Y. Necht F(1,1) =
0.6, F(0,1) = F(1,0) = 0.4. Muaze byt F(0,0) = 0.17 Jakd je nejmensi/nejvétsi mozna
hodnota F'(0,0)7

(b) Definujte pojem rozptyl ndhodné veli¢iny. Kdy je rozptyl roven 07

Reseni: Definice viz skripta. Podle véty z piednasky je P(0 < X < 1&0 <Y < 1) =
F(1,1)— F(0,1) — F(1,0) + F(0,0). Odsud tedy F(0,0) > 0.2. Z monotonie plati £'(0,0) <
0.4.

5. (10 bodi) Vysvétlete, jak se provadi test dobré shody.

6. (10 bodi) Vyslovte a dokazte vétu o celkové stiedni hodnoté (neboli o vypoctu stiedni
hodnoty rozborem piipadi). Sta¢i varianta pro diskrétni ndhodné veli¢iny.



