
�e²ení 1. zkou²ková písemky NMAI059 Pravd. a Stat. 1 � 25.5.2022
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1. (10 bod·) Na obrázku sou hustoty náhod-
ných veli£in X a Y . Rozhodn¥te, zda platí

(a) E(X) < E(Y )
(b) var(X) < var(Y )
(c) X < Y skoro jist¥ (vysv¥tlete i, co

tento výrok znamená)

�e²ení: (a) Ano: Od pohledu jsou hustoty obou rozd¥lení symetrické okolo bodu, kde na-
bývají maxima. Proto se zdá, ºe E(X) = 2 < 3 = E(Y ).

(b) Ne: hustota X je víc �rozplizlá� , takºe var(X) > var(Y ). Zdá se, ºe X i Y jsou
ob¥ normální rozd¥lení, a potom n.v. s v¥t²ím rozptylem bude mít men²í maximum hustoty.
(Díky vzorci na p°epo£et mezi hustotou N(0, 1) a obecnou N(µ, σ2).)

(c) Ne. Zde jste si mohli zadání dotvo°it, nebylo totiº °e£eno jaký je vztah X a Y . Pokud
jsou nezávislé, tak je nap°. P (Y < 3) = 0.5 zatímco P (X > 3) > 0, a je tedy kladná
pravd¥podobnost, ºe Y < 3 < X.

Pokud bychom cht¥li X a Y mít závislé, mohli bychom rozmý²let, zda je moºné vytvo°it
jejich sdruºenou distribuci tak, aby bylo vºdy X < Y . I zde by byla odpov¥¤ ne, ale není to
vid¥t z obrázku hustoty.

POZOR Dotaz na pravd¥podobnost jevu X < Y se ptá na mnoºinu elementárních jev·,
tj. {ω ∈ Ω : X(ω) < Y (ω)}. Toto je zcela jiná otázka neº jaká je mnoºina t ∈ R pro která
fX(t) < fY (t)! Je dobré o tomhle pop°emý²let, m·ºe vám to ujasnit, co to znamená náhodná
veli£ina a jak ji popisujeme.

2. (10 bod·) Jezdíme celý rok (250 dní) na£erno metrem. Kaºdý den máme pravd¥podob-
nost p = 0.02, ºe potkáme revizora. Ozna£me X po£et setkání s revizorem b¥hem roku.

(a) Jaká je st°ední hodnota E(X)?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe dostaneme p°esn¥ E(X) pokut? Napi²te p°esný vzorec

a odhadn¥te pomocí Poissonova rozd¥lení. (Ani v jednom p°ípad¥ nemusíte vy£íslovat.)
(c) P°i kaºdé kontrole se nad námi s pravd¥podobností 1/3 revizor slituje a nechá nás

jít bez pokuty. Ozna£me Y po£et dní, za které budeme platit pokutu. Ur£ete E(Y ), a var(Y ).

�e²ení: (a) E(X) = 250p = 5
(b) Máme X ∼ Bin(250, p). Je tedy P (X = 5) =

(
250
5

)
p5(1− p)245. Pouºijeme-li aproxi-

maci pomocí Pois(250p), dostaneme vzorec e−555/5!. Pro zajímavost (nebylo t°eba vy£íslo-
vat), p°esná hodnota je 0.1772476, aproximace 0.1754674.



(c) Y ∼ Bin(250, 2
3
p). Pozor, to je n¥co jiného, neº Y ′ = 2

3
X (nap°. Y nabývá jen

celo£íselné hodnoty � a zejména má jiný rozptyl neº Y ′)!
Je tedy E(Y ) = np = 5 · 2

3
= 10/3 a var(Y ) = np(1− p) = 10/3 · (1− 2

150
).

3. (10 bod·) Nech´ X ∼ Exp(λ), Y ∼ Exp(µ) jsou nezávislé náhodné veli£iny. (P°edpo-
kládejte λ 6= µ.) Ozna£me Z = X + Y .

(a) Ur£ete hustotu n.v. Z.
(b) Ur£ete st°ední hodnotu E(Z).
(c) Ur£ete rozptyl var(Z).

�e²ení:

(a) Pouºijeme konvolu£ní vzorec. TODO Vyjde fZ(t) = λµ
λ−µ(e−λt − e−µt).

(b) Pouºijeme vlastnosti exponenciálního rozd¥lení a linearitu st°ední hodnoty:

E(Z) = E(X) + E(Y ) =
1

λ
+

1

µ
.

�lo by i pouºít hustotu spo£ítanou v £ásti (a), ale bylo by to pracn¥j²í.
(c) Pouºijeme vlastnosti exponenciálního rozd¥lení a to, ºe rozptyl sou£tu nezávislých

n8hodných veli£in je roven sou£tu rozptyl·.

var(Z) = var(X) + var(Y ) =
1

λ2
+

1

µ2
.

4. (10 bod·) (a) De�nujte pojem sdruºená distribu£ní funkce.
Nech´ F = FX,Y je sdruºená distribu£ní funkce náhodných veli£in X, Y . Nech´ F (1, 1) =

0.6, F (0, 1) = F (1, 0) = 0.4. M·ºe být F (0, 0) = 0.1? Jaká je nejmen²í/nejv¥t²í moºná
hodnota F (0, 0)?

(b) De�nujte pojem rozptyl náhodné veli£iny. Kdy je rozptyl roven 0?

�e²ení: De�nice viz skripta. Podle v¥ty z p°edná²ky je P (0 < X ≤ 1 & 0 < Y ≤ 1) =
F (1, 1)−F (0, 1)−F (1, 0) +F (0, 0). Odsud tedy F (0, 0) ≥ 0.2. Z monotonie platí F (0, 0) ≤
0.4.

5. (10 bod·) Vysv¥tlete, jak se provádí test dobré shody.

6. (10 bod·) Vyslovte a dokaºte v¥tu o celkové st°ední hodnot¥ (neboli o výpo£tu st°ední
hodnoty rozborem p°ípad·). Sta£í varianta pro diskrétní náhodné veli£iny.


