Kombinatorické etudy 3 — LS 2014/2015

1. (3.5) Opét zvolime ndhodnou permutaci éfsel 1, 2, ..., n. Jakd je stfedni hodnota poctu cyklu?

2. (6.28 — zbylo z minula) Kazdy hranové 2-souvisly graf lze vytvofit z kruznice postupnym pfiddvéanim
“usf”. Potadné: graf G je sjednocenim G7 U Ga U --- U Gj, kde Gy je kruznice, a kazdy G; (i > 1) je bud
cesta, kterd ma s G; U---UG;_1 spole¢né jen své konce, nebo kruznice, kterda ma s Gy U--- U G;_1 spoleny
jeden vrchol.

3. (6.29) Graf G lze zorientovat tak, aby vysledek byl silné souvisly (“souvisly i pfi respektovéani orientace
hran”) pravé tehdy, kdyz je G hranové 2-souvisly.

Graf nazveme hranové kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy 1ze dobte obarvit k barvami ale ne k — 1
barvami a zarovenn po odebrani libovolné hrany lze vrcholy obarvit £ — 1 barvami.

Graf nazveme vrcholové kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobfe obarvit k barvami, ale ne k — 1
barvami a zaroven po odebrani libovolného vrcholu lze vrcholy obarvit £ — 1 barvami.

Pojmem kriticky k-barevny graf budeme od ted rozumét (jak je zvykem) hranové kriticky k-barevny. (V
predchozich sériich tomu tak mélo byt také — omlouvam se za nedopatieni. Muzete si zkusit rozmyslet, jestli
predvedend feseni funguji i pro silnéjsi pojem hranové kriti¢nosti.)

4. (9.17 — zbyla ¢ést ¢) Graf nazveme kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobfe obarvit k barvami ale
ne k — 1 barvami a zaroven po odebrani libovolného vrcholu 1ze zbylé vrcholy obarvit k — 1 barvami.

(a) Které grafy jsou kriticky 3-barevné?
(b) Zkonstruujte kriticky 4-barevny graf se 4n vrcholy a alespont n? hranami.
(¢) Zkonstruujte kriticky 6-barevny graf s 2n vrcholy a miniméln{m stupném alespon n.

5. (9.19)

(a) Bud G graf K4 s podrozdélenou jednou hranou. Je G indukovany podgraf n&jakého kriticky 4-
barevného grafu?

(b) Graf G je podgraf (nebo indukovany podgraf) néjakého kriticky (k+ 1)-barevného grafu prave tehdy,
kdyz pro kazdou hranu e plati x(G/eg) < k.

6. (11.35) (zbylo z minula) (Popis toho, jak funguji ndhodné prochazky po grafech — viz 1. série. Uvazujeme
jen souvislé grafy!)

(a) Najdéte takovou distribuci pro vy (po¢atecni stav), ze distribuce vy (k-tého kroku) je stejna pro vSechna
k (tzv. stacionarni rozdélent).

(b) Dokazte, ze staciondrnf rozdélen{ je pravé jedno.

(¢) Pokud G neni bipartitn{, tak (pro kazdé vg) rozdéleni vi konverguje ke staciondrnimu rozdéleni. Pro
bipartitn{ grafy to neplati (leda by G mél jen jeden vrchol).

7. (14.8) * Obarvime kazdy z bodu v roviné jednou ze dvou barev. Predpokladejte, Ze existuje rovnostranny
trojihelnik s hranou 1, jehoz vSechny vrcholy maji stejnou barvu. Ukazte, ze pro kazdé a,b > 0 splnujici
trojihelnikovou nerovnost existuje trojihelnik s hranami 1, a, b, jehoz vSechny vrcholy maji stejnou barvu.
(Aby existoval vubec néjaky takovy trojihelnik, musi byt |a — b| < 1 < a + b. Cilem je ukdzat, ze existuje i
“jednobarevny” takovy trojuhelnik.)

8. Ukazte, ze vrcholy libovolného grafu lze obarvit ¢ervené a modie tak, ze nejvySe polovina hran ma
oba konce stejné barvy. Dale ukazte, ze existuje obarveni, kde nejvyse tfetina hran ma oba konce cervené a
soucasné nejvyse tfetina hran m4a oba konce modré. (Pokud se vam nedaii dokédzat polovinu/tretinu, zkuste
slabsi vysledek. Jsou polovina, resp. t¥etina nejlepsi mozné?)
Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



