Kombinatorické etudy 2 — ZS 2014/2015

1. (3.4) Zvolime ndhodnou permutaci ¢éisel 1, 2, ..., n. Jakd je pravdépodobnost,
ze 1 a 2 jsou ve stejném cyklu?

2. (6.28) Kazdy hranové 2-souvisly graf lze vytvofit z kruznice postupnym priddvanim
“usi”. Poraddné: graf G je sjednocenim G; U Gy U --- U Gg, kde G je kruznice, a
kazdy G; (i > 1) je bud cesta, kterd md s G; U --- U G;_1 spolecné jen své konce,
nebo kruznice, kterd ma s G; U --- U G;_1 spoleény jeden vrchol.

3. (9.17) Graf nazveme kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobfe obarvit k
barvami ale ne £ — 1 barvami a zaroveni po odebrani libovolného vrcholu lze zbylé
vrcholy obarvit £ — 1 barvami.

(a) Které grafy jsou kriticky 3-barevné?

(b) Zkonstruujte kriticky 4-barevny graf se 4n vrcholy a alespont n? hranami.

(¢) Zkonstruujte kriticky 6-barevny graf s 2n vrcholy a minimélnim stupném ale-
spon n.

4. (11.35) (Popis toho, jak funguji ndhodné prochézky po grafech — viz minule.)

(a) Najdéte takovou distribuci pro vy (pocatecni stav), ze distribuce vy (k-tého
kroku) je stejnd pro vSechna k (tzv. staciondrni rozdéleni).

(b) Dokazte, ze staciondrni rozdéleni je préavé jedno.

(¢) Pokud G neni bipartitni, tak (pro kazdé vg) rozdéleni vy konverguje ke sta-
ciondrnimu rozdéleni. Pro bipartitn{ grafy to neplati (leda by G mél jen jeden
vrchol).

5. (14.8) * Obarvime kazdy z bodt v roviné jednou ze dvou barev. Pfedpokladejte,
7e existuje rovnostranny trojihelnik s hranou 1, jehoz vSechny vrcholy maji stejnou
barvu (stru¢né: jednobarevny rovnostranny trojihelnik s hranou 1). Ukazte, Ze pro
kazdé a, b > 0 spliiujici trojihelnikovou nerovnost existuje jednobarevny trojihelnik
s hranami 1, a, b. (Aby existoval viibec néjaky takovy trojuhelnik, musi byt |a—b| <
1 < a+b. Cilem je ukdzat, Ze existuje i jednobarevny takovy trojihelnik.)

6. V kruhu stoji n ocislovanych ovci. Ptijde vlk a ovci 0 sezere. Pak vlk opakované
hézi korunou a podle vysledku popojde o policko vpravo nebo vlevo. Kdyz na novém

misté je ovce, tak ji sezere. (Mista ovei ale nemizi po sezrani ovce.) Jakd ovce mé
nejvetsi Sanci, ze bude sezrand az jako posledni?

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



