Kombinatorické etudy 8 — LS 2013/2014

1. (3.20) Bud n pevné. Oznaéme ay, pocet permutaci [n] (= {1,...,n}), které majf
pravé k inverzi. Ukazte, ze

Zakxk:(1—|—x)(1+x+x2)..‘(1+x—|—~~—|—x"*1).
k

2. (4.25)

(a) Bud G orientovany graf bez 2-cykli, bud A jeho orientovand matice soused-
nosti: je-li (4,7) hrana, pak A; ; = 1, A;; = —1; na mistech neodpovidajicich
hrandm jsou nuly.

Dokazte, ze pocet perfektnich parovan{ je alespon | Pf AJ.
(b) Pro kazdy orientovany graf jsou nédsledujici tvrzeni ekvivalentni:

(a) |Pf A| je rovno poétu perfektnich parovani;

(b) Pokud kruznice C' je stiidavd vzhledem k nékterému perfektnimu parovani G,
tak ma v obou smérech lichy pocet hran.

(¢) Bud My pevné perfektni parovani. Pokud kruznice C je stiidava vzhledem
k My, tak ma v obou smérech lichy pocet hran.

3. (9.31) Pokud pro Gy i Gy plati x(G;) = w(G;), tak to plati i pro jejich silny
sou¢in G X Gs.

4. (10.35) Bud G graf neobsahujici Kx,1. Ukaite, 7e existuje k-barevny graf H
s vrcholy V(G) takovy, Ze kazdy v € V(G) spliiuje degy (v) > degq(v). Odvod'te
odsud Turanovu vétu.

5. (14.14 — uz to skoro méme!)*

(a) Méjme opét obarveny k barvami vSechny podmnoziny n-prvkové mnoziny S,
pricemz n > N(k,t). Ukazte, Ze existuji disjunktni mnoziny A;, By,..., A, By
takové, ze pro libovolnou pevnou posloupnost 1 < ¢; < --- < iy < t v8echna
sjednoceni ve tvaru C;, U---UC;, (kde kazdé C; je jedno z A;, B; nebo A; U B;)
maji stejnou barvu.

(b) Dokazte, ze pro libovolnd k, r existuje n = n(k,r) s ndsledujici vlastnosti:
kdykoli je mnozina vSech podmnozin n-prvkové mnoziny S obarvena k barvami,
tak existuji neprazdné disjunktni mnoziny Xi,..., X, C S takové, ze vSechna
neprazdnd sjednoceni nékterych z nich maji tutéz barvu.
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