Kombinatorické etudy 1 — ZS 2011/2012

1. (3.3) Zvolime ndhodnou permutaci ¢isel 1, 2, ..., n (tak, Ze vSechny permu-
tace maji stejnou pravdépodobnost zvoleni). Jakd je pravdépodobnost, Ze cyklus
obsahujici 1 ma délku k7

2. (6.27) Nazvéme dvé hrany hranové 2-souvislého grafu ekvivalentni pokud jsou
stejné, nebo jejich odstranéni ucini graf nesouvislym. Ukazte, ze:

(a) Jednd se o relaci ekvivalence.

(b) Vsechny hrany jedné ekvivalenéni t¥idy lezi na cyklu (ktery vSak muze obsa-
hovat i dals{ hrany).

(¢) Po odstranéni vsech hran jedné ekvivalenén{ t¥idy P ndm zbydou 2-souvislé
komponenty.

(d) Po kontrakci vsech komponent G — P ziskdme kruznici.

3. (9.17) Graf nazveme kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobfe obarvit k
barvami ale ne £ — 1 barvami a zaroveni po odebrani libovolného vrcholu lze zbylé
vrcholy obarvit £ — 1 barvami.

(a) Které grafy jsou kriticky 3-barevné?

(b) Zkonstruujte kriticky 4-barevny graf se 4n vrcholy a alespont n? hranami.

(¢) Zkonstruujte kriticky 6-barevny graf s 2n vrcholy a minimélnim stupném ale-
spon n.

4. (11.34) Pro tuto dlohu i dlohy navazujici: G je souvisly graf s n vrcholy a m
hranami, (vo,...,vg,...) je ndhodnd prochdzka pro G: ndhodnd volba nekoneéné
posloupnosti vrcholu grafu, pficemz plati, ze vi11 je néktery ze sousedu vg, a vSichni
sousedé maji stejnou pravdépodobnost. Distribuci vrcholu vy rozumime soubor ¢isel
(P})uev(a), kterd pro kazdy vrchol u grafu G udavaji pravdépodobnost, ze vy = u.

Vyjadiete distribuci v pomoci distribuce vg, stupnu grafu a jeho matice sou-
sednosti.

5. (14.7) Obarvime kazdy z bodu v roviné jednou ze ti{ barev. Ukazte, ze budou
existovat dva body se stejnou barvou ve vzdalenosti 1.

6. Ukazte, ze vrcholy libovolného grafu lze obarvit ¢ervené a modre tak, ze nejvyse
polovina hran m& oba konce stejné barvy. Déle ukazte, ze existuje obarveni, kde
nejvyse tfetina hran ma oba konce ¢ervené a soucasné nejvyse tietina hran ma
oba konce modré. (Pokud se vdm nedaii dokdzat polovinu/tietinu, zkuste slabsi
vysledek. Jsou polovina, resp. tfetina nejlepsi mozné?)

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



