Kombinatorické etudy 6 — LS 2011/2012

1. (4.6 — zbyvé odvodit rekurentni formuli) Oznaéme T,, pocet stromu s vrcholy {1,2,...,n}. Dokazte, ze
plati
n—1 n—2

Odvod'te odsud Cayleyho formuli (7}, = n"~2).
(1.44 — hodi se k tomu odvozeni — prvn{ ¢dst uz méme)
Dokazte tzv. Abelovy identity
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2. Bud’ G hranové k-souvisly graf, pficemz k je liché. Dokazte, Ze existuje strom T' a zobrazeni f : V(G) —
V(T) tak, ze dvojice (T, f) popisuje vSechny hranové k-fezy v grafu G nédsledujicim zptsobem.
Pro hranu e v T oznacéime Vi, Vo mnoziny vrcholi komponent T — e, a ozna¢ime C(e) mnozinu hran G

mezi f~1(Vy) a f~1(Va). Pak plat{
e pro vsechny e je |C(e)| = k (kazdé C(e) je k-Tez) a
e dostaneme takto vSechny k-fezy.
3. (10.15)
e Zkonstruujte (p + 1)-reguldrni graf s 2(p? + p + 1) vrcholy a obvodem 6 (p je prvoéislo).

e Zkonstruujte (p + 1)-reguldrni graf s 2(p® + p? + p + 1) vrcholy a obvodem 8 (p je zase prvoéislo).
(Srovnejte téz s piikladem z Komb. etud 2.)

4. (11.42) Ozna¢me a(u,v) stfedni dobu, za kterou ndhodné prochdzka z u dojde do v.
e * Dokazte, Ze pro kazdé t¥i vrcholy u, v, w plati
a(u,v) + a(v,w) + a(w,u) = a(u, w) + a(w, v) + a(v, w)

e Ukazte, ze vrcholy grafu mohou byt linedrné uspordddny tak, ze kdyz u predchdzi v, tak a(u,v) <
a(v,u).
5. (14.11) Rozdélime ¢isla 1,2, ..., n na k skupin. Ukazte, ze kdyz je n > kle, tak jedna ze skupin obsahuje
c¢isla x,y, z, pro ktera plati x +y = z.

6. (12.13) Automorfismus grafu G je bijekce f : V(G) — V(G), kterd zachovdva hrany. Grupu automorfismu
nazveme transitivni, pokud pro kazdé vrcholy u, v existuje automorfismus f, pro ktery f(u) = v.

e Kdy?7 je grupa automorfismi grafu G komutativni a transitivni, tak je isomorfni néjakému soucinu Z5.
e Pro kazdé k sestrojte (multi)graf, jehoz grupa automorfismi je transitivni a isomorfni Z5.

e Pro dost velkd n sestavte takovy graf bez ndsobnych hran a smycek.

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



