
Kombinatorické etudy 6 – LS 2011/2012

1. (4.6 – zbývá odvodit rekurentńı formuli) Označme Tn počet stromů s vrcholy {1, 2, . . . , n}. Dokažte, že
plat́ı
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Odvod’te odsud Cayleyho formuli (Tn = nn−2).
(1.44 – hod́ı se k tomu odvozeńı – prvńı část už máme)
Dokažte tzv. Abelovy identity
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2. Bud’ G hranově k-souvislý graf, přičemž k je liché. Dokažte, že existuje strom T a zobrazeńı f : V (G)→
V (T ) tak, že dvojice (T, f) popisuje všechny hranové k-̌rezy v grafu G následuj́ıćım zp̊usobem.

Pro hranu e v T označ́ıme V1, V2 množiny vrchol̊u komponent T − e, a označ́ıme C(e) množinu hran G
mezi f−1(V1) a f−1(V2). Pak plat́ı

• pro všechny e je |C(e)| = k (každé C(e) je k-̌rez) a

• dostaneme takto všechny k-̌rezy.

3. (10.15)

• Zkonstruujte (p + 1)-regulárńı graf s 2(p2 + p + 1) vrcholy a obvodem 6 (p je prvoč́ıslo).

• Zkonstruujte (p + 1)-regulárńı graf s 2(p3 + p2 + p + 1) vrcholy a obvodem 8 (p je zase prvoč́ıslo).
(Srovnejte též s př́ıkladem z Komb. etud 2.)

4. (11.42) Označme a(u, v) středńı dobu, za kterou náhodná procházka z u dojde do v.

• * Dokažte, že pro každé tři vrcholy u, v, w plat́ı

a(u, v) + a(v, w) + a(w, u) = a(u,w) + a(w, v) + a(v, u)

• Ukažte, že vrcholy grafu mohou být lineárně uspořádány tak, že když u předcháźı v, tak a(u, v) ≤
a(v, u).

5. (14.11) Rozděĺıme č́ısla 1, 2, . . . , n na k skupin. Ukažte, že když je n ≥ k!e, tak jedna ze skupin obsahuje
č́ısla x, y, z, pro která plat́ı x + y = z.

6. (12.13) Automorfismus grafu G je bijekce f : V (G)→ V (G), která zachovává hrany. Grupu automorfismů
nazveme transitivńı, pokud pro každé vrcholy u, v existuje automorfismus f , pro který f(u) = v.

• Když je grupa automorfismů grafu G komutativńı a transitivńı, tak je isomorfńı nějakému součinu Zk
2 .

• Pro každé k sestrojte (multi)graf, jehož grupa automorfismů je transitivńı a isomorfńı Zk
2 .

• Pro dost velká n sestavte takový graf bez násobných hran a smyček.
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