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Tento text se vztahuje k predmétu NMAIO56 — Matematickd analyza IIT pro in-
formatiky. POZOR: text je zatim hodné syrovy, neiplny, atd. Pokud narazite
na né&jakou nesrovnalost, dejte mi prosim védét. (Za prvni komentaie dékuji V.
Jelinkovi, J. Gadzalovi, J. Novotné, T. Maleckovi.)

Najdete zde soupis definic, vét a néco malo dalsich pozndmek. Dukazy prevazné
chybi, obcas je uveden jeho néastin. Je zde vsak uvedeno, pokud véta byla na
predndsce bez dukazu, piipadné pokud byla dokézana jen ve slabsi verzi. Pokud
jste dukaz “nechytili” na predndsce, poradte se s kolegou nebo doporucenou litera-
turou.

(Zacatek predndsky 7.10.)

1 Vicerozmérny integral

1.1 Definice

Definice. Nechf a,b € R™, a; < b; pro i € {1,...,n}. Mnozinu I = [a1,b1] X
[az,ba] X [an,by,] nazveme (n-rozmérny) interval v R™, taktéZ zobecnény interval,
zobecnény kvddr. Definujeme objem I jako

|| = (by — a1)(bz — az) - - - (by — an).

Definice. Délenim intervalu I = I; x --- X I, rozumime libovolnou mmnoZinu T
vzniklou tak, Ze kazdy z intervali I; rozdélime na uzaviené podintervaly (prekryvajict
se jenom koncovygmi body) a vezmeme vSechny jejich souciny.

Definice. Necht I je n-rozmérny interval, Necht f : I — R je omezend funkce a T
je deéleni I. Definujme horni a dolni soucty

S(f,T) = Z vol(B) sup{f(z) : x € B}

BeTl

s(f, 1) = Z vol(B)inf{f(z) : z € B}

Bel

horni Riemanntv integral

(R)/If(x) do = inf{S( £,1): T je délent I}

a dolni Riemannuv integral

(R)/If(ac) de = sup{s(f,l'); T je délem’[}



Pokud (R)Tlf(x) dz = (R) [, f(x)dz, pak 7ekneme, Ze f je Riemannovsky integro-

vatelnd na I a klademe
() [ flaya = (B [ fa)da.

Mnozinu funkci magicich Riemanniv integrdal znacime R(I).
Obdobné jako v minulém semestru pro jednorozmérny piipad plati
1. véta o zjemnén{ déleni: pokud Z’ je zjemnén{ Z, tak
s(f,T) < s(f, 7)) < S(f,T) < S(f, D).

linearita R. integralu

monotonie R. integrélu (pokud f < gmna I tak [, f < [, ¢
aditivata R. integralu vzhledem k intervalum

spojité funkce maji R. integral

CU N

Posledni bod si tentokrat fekneme v silnéjsi podobé. Pohledem na obrézek se da
snadno uvéfit, ze funkce ma Riemannuv integrél i tehdy, kdyz je nespojita tiebas v
deseti bodech — v kazdém dostatecné jemném déleni budou tyto Spatné body pokryty
intervaly, které budou dohromady dost kratké, aby nam “nepokazily méreni”. Pro
zpresnéni této myslenky musime zavést novy pojem na méfeni velikosti mnoziny.

Definice. Bud' X C R" libovolnd mnozina. Rekneme, e X je nulova, pokud pro
libovolné ¢ > 0 existuje (nekonecénd) posloupnost zobecnénych intervalu Iy, I,
... takovd, Ze

° XgUnIna

o >  vol(I,) <e.

Piiklad. 1. Koneénd mnoZina je nulovd.
2. Spocetnd mnoZina je nulovd.
3. Konecné sjednoceni nulovijch mnozin je nulovd mnozina.
4. Totéz pro spocetné sjednocent.
5. Naleznéte nespoéetnou nulovou mnoZinu!
6. Na nulové mnoziné mizeme libovolné zménit danou funkci a jeji Riemanniv
integrdl se nezmént, pokud vijslednd funkce md zase Riemanniv integrdl.

Véta 1.1 (Lebesgueova o Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je omezend na
n-rozmérném intervalu I. Pak f € R(I) prdvé tehdy, kdyz mnozina bodi nespojitosti
f je nulovd.

(Bez dukazu.)

Pro zjisténi, zda je néjakd mnozina nulova, se misto definice ¢asto hodi nésledujici
véta.

L Véta 1.2 (graf spojité funkce je nulovy). Bud I interval v R™, f : I — R spojitd
funkce. Pak mnozina {(z, f(z)) : @ € I} - ¢ili graf funkce f v R"™ — je nulovd
mnozina.

1.2 Fubiniho véta

Ted uz vime, co integral je, a kdy existuje, zbyva “detail” — jak ho spocitat?



T Véta 1.3 (Fubiniho véta). Necht f : I x J — R je omezend funkce. Pak plati

IXJf(x’wdl‘dy:/j(/Jf(x,y)dy> dx:[](/lf(x,y)dm> dy,

pokud prong z integrdli existuje.

(Dokézali jsme jen rovnost prvniho a druhého integralu pro piipad, kdy [ 5 flx,y)dy
existuje pro vSechna x € I.)

7 této vety vyplyva, ze n-rozmérny integral lze spocitat n-nasobnym opakovanim
jednorozmérné integrace.

@) [ soas= [ ([ o dn) an) ) dn

[Jednoduchy piiklad.]
Pozor, podminky ve vété jsou dulezité: existuji funkce, kde prvni integrél ve znéni
véty neexistuje, ale druhy a tfet{ integral ano a nerovnaji se! [Priklad]

(Zacatek prednasky 14.10.)

Obecnéjsi verze Fubiniho véty hovoii o funkcich, které nejsou definovany na in-
tervalu. Pro mnozinu £ C I, kde I je interval a funkci f : E — R definujeme
pfirozenym zpusobem

[ t@ar= [ rxs .

kde xg(z) je charakteristickd funkce mnoziny E (tj. funkce, kterd je 1 pro z € E
a 0 jinak). D4 se ukédzat (jednoduse), Ze tento integral, pokud existuje, nezdvisi na
I. Pro existenci je nutné si uvédomit, ze funkce f(z)xg(x) bude nejspis nespojita
na hranici F, tj. s ohledem na Lebesguovu vétu je vhodné, aby tato hranice byla
nulovd mnozina.

Bud E C R™ x R”™. Oznac¢me 71 E projekci E na prvnich m soutadnic, me E projekci
na druhych n soufadnic. Dale ozna¢me E® fez mnozinou E v bodé x € R™, tj.

E* = {y € R" : (z,y) € B}
a obdobné EY.

Véta 1.4 (obecngjsi Fubiniova). Bud nyni f : E — R omezend funkce, pricemz
hranice mnoziny E (znacime OE) je nulovd mnoZina. Pokud [ g [ eristuje, pak
ezistuji vsechny ndsledujici integrdly a rovnaji se:

/ f=/ fz,y)dyde = f(z,y)dzdy.
E 1 (E) JE= 72(E) JE-v
(Bez dukazu.)

1.3 Véta o substituci

Definice. Bud U C R™ oteviend mnozina, ¢ : U — R™ libovolné zobrazeni.
Rekneme, Ze ¢ je regularni, pokud

o < CYU) (t. existuji viechny parcidlni derivace a jsou spojité)

e (p je prosté



matice Dp(u) md plnou hodnost pro viechna u € U.

Hodnotu Jp(u) = det Dy(u) nazveme Jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé w.

Véta 1.5 (o substituci). Bud A C R™ omezend, jeji hranice 0A bud nulovd a
v : A— R" bud reqguldrni na vnitiku A. Pak pro funkci f : p(A) — R platd

/A(fow)ljsd:/w)f,

pokud oba integrdly existuji.
(Bez dukazu.)

Poznamka. Na predndsce byl opomenut posledni 7ddek ve znéni véty. V zdvislosti
na tom, jaky druh integrdlu je pouZit totiZ nékdy neni potreba. Nicméné pro ndmi
definovany Riemannuv integrdl musi integrovand funkce biyjt omezend. A mohlo by
se snadno stdt, Ze na jedné strané rovnosti ve Vété 1.5 je funkce omezend a na
druhé neomezend.

1.4 Aplikace

Objem (obsah, velikost, miru) obecné mnoziny definujeme jako vol(E) = [, 1dz.

1.

Pomoci Fubiniovy véty snadno odvodime vzorec pro obsah plochy pod kfivkou

y = f(z) (pro f(z) = 0).
Podobné také objem rotacniho télesa.

Obsah obecné plochy nebudeme definovat (3lo by to podobné, jako jsme v
letnim semestru definovali délku kiivky), ale pro zajimavost si uvedme vzorec
pro obsah plochy — grafu funkce f(x,y) pro (z,y) € Q C R?:

9 ., 0

Uzitim véty o substituci a poldrnich soufadnic mizeme snéze spocitat nékteré
plochy, napi. plochu kruhu.

UzZitim véty o substituci a Fubiniho véty spocteme ffooo et = V. To je

pozoruhodné nejen ne¢ekanym vysledkem, ale také tim, ze integrovand funkce

sice m4 primitivni funkei (jako kazda spojita funkce), ale tuto funkci nelze

vyjadfit pomoci elementzirgich funkci. Vysledek se navic ndramné hodi ve

statistice, nebof funkce e~* /2, tzv. Gaussova kiivka, popisuje tzv. normalni

rozdélent, které aproximuje rozdéleni mnoha nghodnych veli¢in ze zivota (vyska,
vdha, IQ ndhodného ¢lovéka, poruchovost pifstroju, kombina¢ni é&fsla, .. ).

(Zacatek prednasky 21.10.)



2 Analyza pro komplexni ¢isla

2.1 Uvod o komplexnich cislech, derivace

e Lze je chapat jako redlna ¢isla “obohacend” o odmocninu z —1 — takto to
delaji algebraici a pise se pak C = R(y/—1). Je ale trochu potiz zduvodnit,
jak se to presné déla. Za odménu pak muzeme pracovat i s jinymi télesy, jako

tieba Q(V3).

e Jednodussf je polozit C = R? s tim, ze misto (x,y) budeme psat = + iy.

e Definujeme séitdni a odéitani jako u vektortd, ndsobeni pomoci pravidla i? =
—1 a asociativity, komutativity, distributivity.

Y it 1 x—iy
e Nenulovym ¢islem lze délit: il Ry

e Takze komplexni ¢isla tvoii téleso — oproti R je vSak nelze uspofadat na
usporadané téleso.

e Absolutni hodnota |z + iy| = /22 + y? je béznd eukleidovskd vzdalenost od
pocatku.

e Komplexné sdruzené ¢islo x + iy = x — iy.

e  Geometricky tvar: nenulové komplexni &islo lze jednoznacné psat ve tvaru
z=u1x+1iy = r(cosp + ising), kde r = |z| > 0 a ¢ je thel mezi kladnou
poloosou z a vektorem (z,y).

e Jiny zépis: z = re'?. Plati totiz
e = cosp +ising.

Otédzka: Pro¢ to plati? Je to véta, nebo definice? Co je vlastné definice sin,
cos, ...7

e Jeden z pristupu: geometricky odvodime souc¢tové vzorce pro sinus a cosinus,
s téch pak vztahy sin’ = cos, cos’ = —sin. Odsud vyjadiime sin, cos pomoci
mocninnych fad (ty jesté potkdme). Exponencidlu pomoci mocninné fady
definujeme. A pak uz vse funguje ...

o (11€"1)(roe??2) = (ryry)et($11¥2)
e Dusledek — tzv. Moivreova véta:

(cosp +isinp)™ = cos(nyp) + isin(np) .
e Jaké geometrické zobrazeni popisuje funkce z — zi?

e Vyse uvedeného lze vyuzit pro prekvapivy (i kdyz ne zvlast kratky) dukaz
Thaletovy véty.

Komplexn{ ¢fsla lze pirirozené vybavit metrikou: o(z1, 22) = |21 — 22|. Pak muzeme
vyuzit obecné definice a véty o limitdch posloupnosti v metrickych prostorech.
Protoze v C muzeme i s¢itat, muzeme obdobné jako v R zkoumat fady: nekonecny
soucet definujeme jako limitu ¢astecnych souctech, bude opét platit nutna podminka,
jakoz i vztah normalni a absolutni konvergence. Nemuzeme uz pouzivat Leibnizovo
kritérium, nebot u komplexnich ¢isel nelze ict, kdy maji “stiidava znaménka”. Zo-
becnénim a zesilenim Leibnizova kritéria bude v8ak tzv. Abel-Dirichletovo kritérium.
Déle prozkoumame komplexni derivaci — poradné fe¢eno, derivaci komplexni funkce
komplexni proménné. Definice vypada formalné jako derivace realné funkce redlné
proménné,; ale nékteré vlastnosti jsou odlisné.



Definice. Bud 2 oteviend mnozina v C a f : Q2 — C libovolnd funkce. Definujeme
derivaci funkce f v bodé z € Q predpisem

P - i TEERIG)

" h—0:heC h

Funkci, kterd md derivaci v kazZdém bodé v Q) nazveme holomorfni na . MnoZinu
vSech takovijch funkci znacime H(S).

Jediny rozdil oproti definici redlné derivace je jen v tom, ze h je zde komplexni ¢islo.
Tento rozdil v8ak znamenad, ze existence komplexni derivaci je silnéjsi podminka:
limita musi vyjit stejné, bez ohledu na sméru, ve kterém se h blizi k 0. Tuto tvahu
zpresiiuje nasledujici véta. Napred si vSak musime funkci f : C — C popsat jako
funkci R? — R2, tj. budeme psat f(x +iy) = u(z,y) +iv(x,y) (kde u,v jsou redlné
funkce dvou proménnych). Lze Gekat, ze bude négjak souviset derivace komplexn{
funkce f a derivace funkci u,v. I o tom hovoii nésledujici véta.

L Véta 2.1 (Cauchy—Riemannovy podminky pro existenci derivace). Bud'§) oteviend
mnozina v C a f: Q — C libovolnd funkce. Bud ddle z € Q. Budte ddle u, v redlné
funkce dvou redlngch proménngch, pro které f(x +iy) = u(x,y) + iv(z,y). Pak f’
existuje v z = x + 1y, prdvé kdyz u i v maji v bodé (x,y) totdlni diferencidl a navic
plati

0 0 0 0
5@ y) = 9, 0y« a0 Y) = —a*yu(%y%
Pokud tyto podminky plati, tak f'(z) = a + bi, kde jsme oznacili a = %u(m,y) a
b= Zv(z,y).
(Dokézali jsme jen jeden smeér: pokud derivace existuje, jsou splnény uvedené podminky.)

Poznamka. Na predndsce bylo chybné uvedeno, Ze staci aby u a v mély parcidini
derivace — omlouvam se za zmateni. Nicméné predvedeny dukaz byl sprdvné a pro
“hezké funkce” se rozdil neprojevi.

Na druhou stranu vSechna pravidla pro derivaci souctu, sou¢inu, podilu a inverzni
funkce plati stejné jako pro realné funkce.
2.2 Mocninné rady

Definice. Pro libovolnd komplexnd ¢isla zg, ag, a1, as ... nazveme komplexni funkci
f:C — C danou predpisem

f(z)= Z an(z — 2z0)"

n>0

mocninnou fadou se stfedem v zg.
Polomér konvergence této mocninné tady je ¢islo

1
R=————.
lim sup {/|a,|
Povoleny jsou i pripady R = é =0aR = ﬁ = oo. (Pripad R = 0 ale neni
zajimavy. )
L Véta 2.2 (polomér konvergence MR). UvaZme mocninnou fadu (se znacenim
jako vyse). Pak

1. pro |z — 29| < R Tada konverguje (funkce je definovdna),



2. pro |z — 29| > R tada diverguje (funkce nend definovina),
3. pro |z — zo| = R nevime.

Diikaz. 'V prvnim pifpadé fada konverguje dokonce absolutné (podle odmocni-
nového kritéria). V druhém pifpadé naopak nenf splnéna nutnd podminka konver-
gence. O

(Zacétek prednasky 28.10.)
statni svatek

(Zacétek prednasky 4.11.)

L Véta 2.3 (operace uvniti kruhu konvergence). Jsou-li f(z) =5, <qan(z—20)",
9(2) = 3,50 bn(z — 20)™ mocninné fady konvergugici pro |z| < R (R > 0). Pak pro
|z — 20| < R plati také

1. af(z)=3,s0laan)(z — 20)",
2. f(z) £9(2) =3, 50(an £bs)(z — 20)",
3. f(2)9(2) = 2,50 cn(z — 20)", kde ¢, = Y heo Wb

T Véta 2.4 (Vyznam koeficientit MR). 1. f(z0) = ao
2. lim, ., f(z) =ag
3. fl(ZO) = ai

T Véta 2.5 (Derivovéani MR élen po élenu). Bud f(z) = 3,50 an(z — 20)"™ moc-
ninnd rada s polomérem konvergence R > 0. Pak je B

Z nan(z — 29)"

n>1

také mocninnd Tada s polomérem konvergence R a jeji hodnota se v kruhu konver-
gence rovnd f'(z).

(Zacétek prednasky 11.11.)

Pozndmka. (1) Odsud uZ snadno plyne, Ze je-li néjakd funkce rovna souctu moc-
ninné rady, lze koeficienty ziskat derivovdnim:

F"(z)

n!

Qp = .
(Podobnost s Taylorovym polynomem neni ndhodnd!) Pozor viak na to, Ze ne kazdd
funkce je soucet MR: Treba f(x) = e~ /e’ (polozime f(0) = 0) md vsechny derivace
nulové, trebaze sama je nenulovd. Tato “podivnost” vsak plati jen pro rediné funkce
(rozmyslete si, Ze v komplexni roviné neni [ spojitd v 0). Brzy wvidime, Ze pro
komplexni funkce je situace mnohem hezéi.

(2) Z prechozitho téZ plyne, Ze koeficienty MR s kladngm polomérem konvergence
jsou uréeny jednoznacné.

(3) Analogicky k predchozi vété mizeme i integrovat: MR F(z) = Y onso prgantt
md také polomér konvergence rovng R a F' = f.

APLIKACE 1) defce exp 2) Fibonacciho éisla, Catalanova ¢isla — postup jako v
Kombagfe, ale s analyznickymi detaily



2.3 Integrovani funkce komplexni proménné

Definice. Funkci ¢ : [a,b] — C (pro a < b redlnd) nazveme kiivkou, pokud je ¢
spojitd a az na konecné mnoho bodi existuje ¢'.

Definice. Bud' ¢ : [a,b] = C krfivka, a [ : ¢([a,b]) = C komplexnd funkce. Krivkovy
integral funkce f podél krivky ¢ je definovdn predpisem

ﬁf(z)dzz ]if = /:f(w(t))so’(t)dt.

Poznamka. Nenid tézké si rozmyslet, Ze hodnota kiivkového integrdlu zdvisi jen na
tom, jakou mnozinu a jakym smérem @ probihd, ne uz na rychlosti, kterou ji probihd.
Jingmi slovy, pokud 1 : [¢,d] — [a,b] je na, pak plati fs@ f= ﬁpow f.

Pozndmka. Krivkovy integrdl by Sel definovat i jinak, podobné jako Riemannuv in-
tegrdl realné funkce redlné proménné. Napt. pro spojitou funkci f (a trochu nepresné)
lze psadt

7{ f(z)dz = lim Z(zk — z5—1)f(2k)
¥ k=1

pricemz z, = @(tg) pro néjaké délend (ty) intervalu [a,b], lim znaéf limitu pro normu
délent jdouci k nule.

L Véta 2.6 (Integrél po uz. kiivce z funkce, kterd mé primitivni funkci). Pokud
md f primitiont funkci F (tj. plati F' = f), pak (p7i znacéend jako vyse)

Diikaz.  Je totiz F(p(t)) = f(e(t))¢'(t). O

T Véta 2.7 (Cauchyho véta). Bud Q) otevieny kruh v C a funkce f holomorfni na
0. Bud ddle ¢ : [a,b] — Q uzaviend krivka. Pak

f;f(z)dzzo.

( Dukaz jen pro ¢ tvoiici hranici trojihelniku — nebude zkousen. )

Poznamka. Cauchyho véta platii o néco obecnéji: pro mnozinu S, kterd je otevirend
a jednoduse souvisla. Co je jednoduse souvisld mnozina zde definujeme jen priblizné:
jednd se o mnozinu M, kde pro libovolné dva body x,y € M existuje kiivka v M z
x do y a pro libovolné dvé takové krivky P, QQ je mozné spojitou upravou zménit P
na Q. (Druhd podminka nefunguje pro kruznici: horni a dolni polokruznice jsou dvé
krivky, které na sebe nelze spojité transformovat.)

(Zacatek predndsky 18.11.)

Dukaz Cauchyovy véty

Zminky o Cauchyho vzorci

Aplikace Cauchyovy véty na Fresnelovy integrély: F'\S = fooo sinz?dzx, FC = fooo cos 22 dx.

(Zacatek prednasky 25.11.)



3 Stejnomérna konvergence

3.1 Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

Prvni pojem, ktery jsme v analyze v prvnim ro¢niku potkali, byla konvergence po-
sloupnosti bodu. Tento pojem se da zavést nékolik podobnymi zpusoby, ale tézko
vymyslet néjaky zpusob neekvivalentni, ktery by ddval smysl. Pro konvergenci po-
sloupnost{ vektorti v R? jsme uz méli na vybér jakou metriku pouzit — ale ukazalo
se, ze jeji volba na konvergenci nemd vliv. Nyni potkame situaci, kdy si budeme
moci vybrat mezi ruznymi definicemi konvergence.

V dalsim bude A néjakd (nekone¢nd) mnozina a f,, f : A — R néjaké funkce (mohly
by byt i A — C, ale pro ndzornost se pridrzime redlného piipadu).

Definice. V situaci jako vyse rekneme, Ze f, konverguji na A stejnomérné k f,
pokud
(Ve > 0)(Ing)(Vn > ng)(Vz € A)|fu(z) — f(2)| <e.

Definujme ddle pro funkci f : A — R jeji supremovou normu predpisem

[fllsup = sup{f(z) : = € A}.

L Véta 3.1 (Charakterizace stejnomérné konvergence pomoci supremové metriky).
fn = f prdvé tehdy, kdyz f, — f ve smyslu supremové metriky, neboli

HILH;O [fn = fllsup = 0.
Diikaz. (ndstin dukazu) Staci si vSimnout, ze misto (Vo € A)|fn(z) — f(z)] < ¢
lze ekvivalentné psat sup{|f,(z) — f(z)| : x € A} <e. O

T Véta 3.2 (Cauchyho o stejnomérné limité spojitych funkei). Necht f,, jsou spojité
funkce na metrickém prostoru X. Necht ddle f, = f na X. Pak je f spojitd na X.

T Véta 3.3 (Bolzano-Cauchyho podminka pro stejnomérnou konvergenci). Bud’
fn posloupnost funkci na mnoziné A. Pak ndsledujici turzend jsou ekvivalentni

1. existuje f tak, Ze f, = f na A
2. (Ve > 0)(Ing)(Vm,n > no)l|frn — full <€

L Véta 3.4 (Riemannuv integral ze stejnomérné konvergentn{ posloupnosti funkef).

Budte f,, funkce definované na [a,b]. Necht (R) ff fn(x)da existuje pro vsechna n
a necht fp, = f na [a,b]. Pak

lim (R)/abfn—> (R)/abf-

n— oo

Aplikace: Stirling. (Muzete ji najit sepsanou na http://140.113.2.129/course/
fourier/supplement/Stirling.pdf.)

(Zacatek predndsky 2.12.)
Dokonceni Stirlingova vzorce — zdivodnéni stejnomérné konvergence apod.

Véta 3.5 (Diniho véta). Necht (f,,) je monotdnnd posloupnost spojitych funkei na
kompaktnim metrickém prostoru X. (Tj. pro kazdé x € X je posloupnost cisel f,(x)
monoténni.) Necht ddle f, bodové konveguje ke spojité funkci f.

Pak f,, konveguje k f také stejnomérné (na X ).

(Bez dukazu.)



3.2 Stejnomérna konvergence rad

Definice. Mé&jme funkce fi, : A — R a wwazme fadu funkei y oo o fr(z). Rekneme,
Ze tato Tada konverguje stejnomérné, pokud posloupnost édstecngjch soucti s, (x) =
Y reo [r(x) konverguje stejnomérné.

Obdobné jako u ¢iselnych fad v prvnim roéniku nebudeme fady funkei a jejich
stejnomérnou konvergenci zkoumat piimo, ale prostiednictvim kritérii.

L Véta 3.6 (nutnd podminka stejnomérné konvergence). UvaZme funkce fj, : A —
R, oznacme My, = sup{|fix(z)| : @ € A}. Necht Fada funkci Y 3—, fr(z) konverguje
stejnomeérné.

Pak limkﬁoo Mk =0.

Diikaz. Podle BC podminky pro kazdé € > 0 existuje ng tak, ze pro n > nga
m=n+1je|sm— sl <e. Ale 8y — 85, = fmn takze ||$m — sn|| = M. Cili jsme
podle definice ovérili, ze limg My = 0. O

L Véta 3.7 (Weierstrassovo kritérium, téz Weierstrassuv M-test). UvaZme funkce
fr: A= R, oznaéme My, = sup{|fx(z)| : & € A}. Necht Y poq My, < oc.
Pak tada funkei Y o o fr(x) konverguje stejnomérné.

Diikaz. (nastin dukazu) Také pomoci BC podminky (Véta 3.3), ale tentokrat v
opacném smeéru. Déle pouzijeme BC podminku pro fady ¢isel (z prvniho roéniku).
O

Aplikace na mocninné rady.

T Véta 3.8 (Weierstrassova véta o stejnomérné konvergenci derivaci). Meéjme
funkee fn, : (a,b) = R. Necht f! existuje vlastni na intervalu (a,b). Necht ddle exis-
tuje g € (a,b) tak, Ze lim,_ o fr(xo) existuje vlastni. Konecné, necht pro néjakou
funkci g : (a,b) > R

f7/1 Sloc 9 na (a,b)

Pak existuje funkce f : (a,b) = R, pro kterou f, = f na (a,b) a zdroven ' =g.

Defce lokalné stejnomérnd konvergence.

(Zacétek prednasky 9.12.)

Véta 3.9 (Newtonuv integrdl ze stejnomérné konvergentni posloupnosti funkef).

Budte f,, funkce definované na (a,b). Necht (N) f; fn(x) do ezistuje pro vsechna n
a necht f, = f na [a,b]. Pak

b b
Jim ) [ g [f.
(Bez dukazu.)

T Véta 3.10 (Abelova véta). Necht > - b, konverguje (b, € C). Pak

o0

lim bpax" = i by,

rz—1_
n=0 n=0

Poznamka. Pokud fada ), b, konverguje absolutné, je dikaz jednoduchy — nebot
fada Y, bpa™ konverguje absolutné na intervalu [0,1]. Pro obecny pripad jsme
pouZili Abelovu parcidlni sumaci.
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L Véta 3.11 (Spojitost mocninné fady v bodé na hranici kruhu konvergence).
Uvazujme mocninnou fadu (pro a, € C)

f(z) = Z an(z —20)" .

Bud w # zy komplexni éislo pro néz mocninnd tada f(w) konverguje. Pak
Jim f(z+ 1w — 20)) = f(w).

(Neboli f(z) je spojitd na usecce z zg do w.)

Pro natrénovani uziti Abelovy parcialni sumace muzete zkusit dokazat nasledujici
vétu (kterou jsme ale z ¢asovych duvodu nedokazovali).

Véta 3.12 (Abel-Dirichletovo kritérium pro konvergenci ¢iselnych fad). Bud b,
monotonni omezend posloupnost redlngjch c¢isel. Pak tada ), anb, konverguje, po-
kud je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:

(A) >, an je konvergentni nebo

(D) 3, an md omezené cdstecéné soucty a limy, b, = 0.

(Bez dukazu.)

(Pozor, existuje obdobnd véta pro stejnomérnou konvergenci fad, tu ale preskakujeme
uplné.)

4 Fourierovy rady

Motivace: chceme vSechny funkce f vyjadfit v ndsledujicim tvaru:
a o0
flz) = 24 Z(an cos nx + by, sinnx) (1)
2 n=1

jako tzv. Fourierovu fadu. To se hodi v mnoha situacich:

e analyza zvuku — rozklad na zdkladni tén a “vyss{ harmonické” (tény s frek-
venci, kterd je ndsobkem), zdklad mp3 formétu atd.

e analyza obrazu — tady mozné neni tak jasné proc, ale format jpg je zalozen na
dvojrozmeérné analogii Fourierovych fad (tj. s¢itaji se vyrazy typu sin nz sin my,
sin nx cos my, atd.).

e feSeni diferencialnich rovnic — odsud pochdzi prvni aplikace (od pana Fouriera)
na fesen{ rovnice pro vedeni tepla: Méjme kovovy étverec [0, ]2, pricemz jeho
tfi hrany udrzujeme na teploté 0, jeho horn{ stranu v bodé (x,7) udrzujeme
pii teploté f(z) = sin kz. Pak v ustdleném stavu je teplota v bodé (z,y) rovna

T =sink
(w,y) = sin ¥ inh km

(Néco z toho muZeme ovéfit: snadno zjistime, ze hodnoty na okraji jsou ty
predepsané. Déale muzeme dosadit do rovnice pro vedeni tepla. Ta pro funkci
F(x,y,t) zdvisejici i na case t fikd

0*F . 0*F OF

— = =c—.

0x?2 = 0Oy? ot
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Hodilo by se ndm tedy (aby vyse uvedend funkce T'(x,y) byla skutecné ‘sta-
biln{’), aby platilo ng + ‘?;fg = 0, coz se snadno spocita, ze je pravda. Co
uz nebudeme rozebirat je, pro¢ je rovnice pro vedeni tepla zrovna takovahle
(to by patfilo spi§ do fyziky), ani pro¢ pocdteéni feseni konverguje k tomu
‘stabilnimu’ (to by vyzadovalo hlubsi studium diferencidlnich rovnic). Konec
vsuvky.)

Oznacme tuto funkci T' jako T'(f). Obdobny vysledek plati i pro cosiny. Po-
kud uvézime f(x), kterd je souctem nékolika funkei tvaru sin kx, tak ziskdme
T(z,y), kterd je souctem pifslusnych funke{ T'(sinkx). Je tedy Sikovné mit
f(x) vyjaddrenou jako fadu (1), pak budeme umét najit stabilni rozlozeni tep-
loty pro jakoukoli “okrajovou podminku”.)

e necekané aplikace ma Fourierova analyza v teoretické informatice, tfeba pfi
analyze Booleovskych formuli. (Castéji se uzivé Fourierova analyza na koneénych
grupéach, tzv. DFT — discrete fourier transform.)

Vyjadreni f(z) ve tvaru (1) ale nemusi vzdycky existovat! Pfedevsim funkce na

pravé strané jsou vsechny 27-periodické, musi tedy byt 2m-periodicka i levé strana,

tj. funkce f(x). Funkce na levé strané jsou také vsechny spojité, ale soucet spojitych

funkef muze obecné byt nespojity (piiklad?), proto

Fourierova rada je fada funkci, tj. muzeme zkoumat bud bodovou, nebo stejnomérnou
konvergenci.

Pro lepsi vhled do pievodu funkce na vyjadieni pomoci sinti a cosinu je uziteéné
se divat na situaci o¢ima linedrni algebry (LA). Chdpeme-li funkce jako vektory ve
vhodném vektorovém prostoru, tak chceme vyjadrit dany vektor — funkei f(x) — v
bézi tvotené funkcemi sin nx, cosnz pro vsechna n. Rozdil oproti bézné situaci v LA
(ale i tieba v tzv. diskrétni Fourierové transformaci) je v tom, ze zde potfebujeme
nekone¢né linearni kombinace.

Nicméné stejné jako normélné v LA se hodi zavést skaldrni soucin. Ten definujeme
pro funkece f,¢g: [—m, 7] — R takto:

(f,9) = _ﬂ f(x)g(x)dx.

(Nekdy se integral jesté déli vhodnou konstantou.)
L Véta 4.1 (ortogonalita sinll a cosini). e (sinnz,cosmz) =0
[ ]

sinnz,sinmz) =0 pron #m

cosnz,cosmzx) =0 pron #m

(

(
e (sinnz,sinnz) =m pron #0
e (cosnz,cosnx)=m pron # 0
o (cosnz,cosnz) =21 pron =0
e (sinnz,sinnr)=0pron=0

(Zacatek prednasky 16.12.)

Definice. Uvazme funkci f : [a,b] — R. Rekneme, Ze f je po Gastech spojitd na
[a,b], pokud existuje déleni a = xg < x1 < -+- <z, = b tak, Ze

12



e [ je spojitd na (x;,xiy1) proi=0,...,n—1
o czistuje vlastnd limita zprava f(z;4) proi <n
o existuje vlastnd limita zleva f(xz;_) proi >0

Analogicky tekneme, Ze [ je po ¢éstech hladka na [a,b], pokud existuje délend (jako
vyse), pro které

e [ je spojitd a md vlastni derivaci na (x;,x;41) proi=0,...,n —1

o cxistuje vlastni limita zprava funkce i jeji derivace tj. f(x;+) a f'(xi1) pro
1< n

o cxistuje vlastni limita zleva funkce i jeji derivace tj. f(x;—) a f'(x;~) proi >0

T Véta 4.2 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht f : [a,b] — R je po édstech
spojitd funkce. Pak

t—o0

b
lim / f(z)sintxdx = 0.

Diikaz. Napied pro konstatni funkce. Pak pro schodovité funkce. Pak pro spojité.
Nakonec pro po ¢astech spojité. O

(Obr: “AM — amplitudovd modulace”) TODO: je to trochu slozitejsi

Poznamka. Obecnéji predchozi véta plati pro vSechny funkce, pro které f; |f(x)| dx
je konecny — tzv. Ly funkce.

L Véta 4.3 (Soucet konecéné fady cosint).

Funkci na pravé strané nazyvame Dirichletovo jddro a znacime D, (t). Za chvili
uvidime, ze se k popisu Fourierovych fad bude hodit.

Vztahy ve Vété 4.1 ndm dévaji tusit, jak by meély vypadat koeficienty v rozvoji (1).
Budeme v§ak muset jesté dost pracovat, abychom zjistili, zda takovy rozvoj funguje
(a kdy). Napted k tomu musime zavést vhodné znaceni.

Definice. Fourierovymi koeficienty pro 2mw-periodickou funkci f nazgvdme éisla ay,
by definovand ndasledovné:

™ 1 T
ap = — f(x) cos kx dab, = — f(z) sinkx dx
g - ™) .

Ddle budeme zkoumat n-ty cdstecny soucet rady (1) s vyse uvedengmi koeficienty,
oznacime jej

5 + Z(ak cos kx + by sinkx) .

k=1

T Véta 4.4 (vyjadieni ¢dstetného souctu Fourierovy fady pomoci Dirichletova
jadra). Pro 2m-periodickou funkci f plati

sn(x) = 7f_/ow(f(ert) + f(z —t))Dy(t) dt r€R,n=0,1,2,...

Jako okamzity dusledek pro f(xz) = 1 dostdvdme nésledujici véticku (tu muzeme
také dokdzat piimo, z vyjadieni D,, jako souétu cosint.
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L Véta 4.5 (integrdl z Dirichletova jadra).

1 K
f/ Do(tydt = -
™ Jo 2

Hlavni dusledek vsak je nésledujici véta o chovéni Fourierovy fady.

T Véta 4.6 (Bodovd konvergence Fouerierovy fady). Necht f je 2m-periodickd
funkce, kterd je na [—m, 7| po édstech hladkd. Pak pro soucet Fourierovy fady F(x) =
lim,, 00 Sn(x) plat?
Py = HE) 4 f)
2
Specidlne, je-li f spojitd v x, je F(x) = f(x).

(Zacétek predndsky 6.1.)

Dokonceni dikazu predchozi véty.

Jako dusledky véty o bodové konvergenci Fourierovy tady dostaneme nésledujici
tvrzeni o stejnomérné konvergenci.

L Véta 4.7 (stejnomeérnd konvergence Fourierovy fady). Necht f je 2m-periodickd
funkce, kterd je na [—m, | po &dstech hladkd. Necht Fourierovy koeficienty pro f
JSOU Gy, by @ plati Y, |an| < 00 a Y, |bn| < co. Pak funkce f(x) je spojitd a je
stejnomeérnou limitou sve Fourierovy rady:

sn(z) = f(2).

Diikaz. (nastin dukazu) Podle Weierstrassova kritéria je Fourierova fada stej-
nomérné konvergentni. Jeji soucet, F'(x), musi proto byt dle Cauchyho véty spo-
jitd funkce. to, spolu s Vétou 4.6, davé spojitost funkce f(z), ze které plyne, ze
F(z) = f(x). O
Piiklad. O rade Y | # vime jiz z prontho roéniku, Ze md konecny soucet — ale
jaky? To byla oteviend otdzka od roku 1644 do 1735, kdy ji vyresil Leonhard Euler
(v Basileji — i proto se této uloze Tikd Basilejsky problém).

Problém vyresime tim, Ze najdeme Fourierovu fadu pro funkci x* (na intervalu
[m,7]) a pak dosadime x = .

5 Metrické prostory

Opakovani z letniho semestru: metricky prostor (X, o) se sklddd z mnoziny bodu
X a metriky o, kterd spliiuje nékolik axiomu (pfipomeiite si je). Pomoci metriky
se definuje oteviena koule, oteviena a uzaviend mnozina, konvergence posloupnosti
(dvéma zpusoby) a kompaktnost. Hlavn{ véta v této oblasti: spojita funkce na kom-
paktni mnoziné nabyva maxima a minima.

Nyni vyuzijeme kompaktnost k dukazu tvrzeni, kterému se obvykle iikd zakladni
véta algebry: to proto, Ze je to véta, o které se v algebfe hovoii (jejim jazykem se d&
preformulovat tak, ze komplexni ¢isla tvori algebraicky uzaviené téleso — tj. téleso,
kde lze Fesit algebraické rovnice). K jejimu dukazu vsak potfebujeme analyzu.

T Véta 5.1 (zdkladni véta algebry). Bud'p(z) nekonstantni polynom s komplexnimi
koeficienty. Pak existuje komplexni zqg, pro které p(zo) = 0.
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Diikaz. (nastin dukazu) Napfed ukazeme, ze spojitd funkce |p(z)| mé na C lokaln{
minimum. (K tomu pouzijeme toho, ze je-li |z| velkd, tak je téz |p(z)| velkd, a dile
kompaktnost omezenych uzavienych mnozin v R?, resp. v C.) Déle ukdzeme, ze
pokud p(zg) # 0, tak v bodé z funkee |p(z)| lokdln{ minimum nem4. (K tomu staci
se pozorné podivat na chovdni komplexniho polynomu okolo bodu zy.) O

(Zacatek predndsky 13.1.)
(napfed jsme dokoncili dukaz zékladni véty algebry)
Poté co jsme vidéli aplikaci kompaktnosti “pfimo”, resp. prostiednictvim véty z

minulého semestru, ukazeme si novy pohled na kompaktnost.

Véta 5.2 (Ekvivalentn{ definice kompaktnosti). Bud (X, o) metricky prostor, A C
X. Pak nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

o A je kompaktni

e Pro kazdé oteviené pokryti mnoziny A existuje konecné podpokryti. Podrobnéji:
wvazme libovolny systém (Gu)aes pro néjz kazdd mnozZina G, je oteviend
mnozina v prostoru (X, ) (tedy oteviené pokryti) a navic UnesGqo 2 A. Pak
ezistuje konecnd mnozina S’ C S tak, Ze Uyes Gy D A.

(Bez dukazu.)

Tuto vétu nebudeme dokazovat (pro spocetnou mnozinu S by dikaz nebyl tak tézky,
ale pro aplikace se hod{ povolit i nespocetné systémy). Dokazme vsak ekvivalenci
pro nejjednodussi netrividlni piipad kompaktni mnoziny — uzavieny interval. O tom
vime (uz ze zimniho semestru), ze splituje prvni podminku Véty 5.2 (Weierstrassova
véta). Ukazme nyni, ze spliuje i druhou podminku.

T Véta 5.3 (Konecné podpokryti uzavieného intervalu). Pro kaZdé oteviené po-
kryti uzavireného intervalu existuje konecéné podpokryti.

Diikaz. (néstin dikazu) Uvazme pevné oteviené pokryti (Gq)aes intervalu (bino)
[0, 1]. Nazvéme interval I C [0, 1] osklivy, pokud neexistuje koneény systém (G )aes’

(pro koneénou S’ C S) pokryvajici I. Neni tézké si rozmyslet, ze kdyz I = I; U I,

a I je osklivy, tak alespon jeden z Iy, Is je osklivy.

Cilem je ukdzat, ze [0, 1] nen{ osklivy. Pro spor, necht je. Pak jeho levd nebo pravd
polovina je takd osklivd. Tuto dvahu nekone¢nékrat zopakujeme a dostaneme po-

sloupnost do sebe zanotenych (uzavienych) osklivych intervalu [0,1] = Jy D J1 D

Jo D -+, pficemz délka J, je 27". Oznacme a limitu levych koncu téchto intervalu.

(Limita existuje, protoze tyto levé konce jsou neklesajici shora omezend posloup-

nost.) Bod a je pokryt nékterou (otevienou) mnozinou G, proto existuje € > 0

tak, ze (a —e,a+¢) C Gqp-

Nyni uz snadno nahlédneme, ze pro dost velké n bude cely interval J,, pokryt G,

takze neni osklivy — spor! O

Nyni si tento pohled na kompaktnost vyzkousime pouzit — na vétu, kterou jsme
pouzivali uz v letnim semestru, pfi dikazu toho, ze spojité funkce maji Riemannuv
integral.

T Véta 5.4 (vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti na kompaktu). Bud (X, o)
kompaktni metricky prostor, (Y, o) libovolny metricky prostor. Bud f : (X, 0) —
(Y, o) spojité zobrazeni. Pak f je také stejnomérné spojité.

15



Dikaz.  (ndstin dikazu) Bud e > 0 pevné. Dle spojitosti pro kazdé x € X existuje
0. > 0 tak, Ze pro vSechna y € B(z,d,,) plati, ze o(f(x), f(y)) < £/2. Oznac¢me nyn{
B, = B(z,0,/2). Z otevieného pokryti (B.)zex vybereme koneéné podpokryt{
(Bg,;)i = 1". Oznaéme nyni § = min{d,, }/2. Nyni zbyva ovéiit, ze takto zvolené §
bude fungovat v definici stejnomérné spojitosti. O

Dalsi témata jsou zminéna uz jen orienta¢né — na predndSce na né nezbylo dost
casu. Nebudou se tedy zkouset.

Topologicky prostor: Dvojice (X, G), kde X je mnozina boda a G mnozina vsech
otevienych mnozin. (Ty ale nejsou definovany zddnou metrikou, ale pravée jen tim,
ze jsou v G.) Musi byt splnény axiomy (okoukané z metrickych prostoru):

e 0, Xeg

e Pokud Gy, ..., G, € G pak také NI ;G; € G.

e Pokud G, € G pro vechna o € S (kde S muze byt i nekoneénd), pak také
UaesGa €G.

Uplny metricky prostor. Posloupnost bodi (z5,) v metrickém prostoru (X, o)
nazveme cauchyovskou, pokud plati

(Ve > 0)(Fng) (Ym,n > ng) 0(Tm, Tn) < €

Metricky prostor (X, ¢) nazveme uiping, pokud kazdd Cauchyovskd posloupnost mé
limitu.

Piiklady: R (s eukleidovskou metrikou) je dplny metricky prostor (BC podminka
pro konvergenci posloupnosti), taktéz i R™. I Cla,b] je tplny (BC podminka pro
stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkef spolu s Cauchyho vétou (Véta 3.2).
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