Kombinatorické etudy 2 — ZS 2010/2011

1. (3.22)
(a) Bud'te 1, ..., z, realnd ¢éisla. Pro kazdou permutaci m mnoziny {1,...,n}
definujme

a(m) = max{0, Zr(1), Tr(1) + Tr(2), > Ta(1) + Ta(2) + -+ Ta@m)} -

Uvazme cykly Cq, ..., C permutace m a polozme
k
b(m) = Zmax((), Z ;)
=1 jelC;

Ukazte, ze {a(g) | 0 € Sp} a {b(w) | m € S,,} jsou stejné (jako multimnoziny).

(b) m chlapcti a m divek pii tanci vytvoif ndhodné kruhy (v jednom kruhu
muze byt libovolny pocet taneéniki(-ic), i dva ¢i dokonce jen jeden). Dokazte, ze
pravdépodobnost, ze v kazdém kruhu je stejny pocet chlapcu a divek, je presné
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m+1"
2. (6.10) Bud' G digraf, jehoz hrany jsou obarvené ¢ervené, zelené a ¢erné. Bud'te
x,y € V(G). Pak plati pravé jedno z nésledujiciho:

1. Existuje cesta z x do y, ve které nejsou ¢ervené hrany a vSechny cerné hrany
v cesté obsazené jsou “po sméru” (tj. od = k y).

2. Existuje mnozina S C V(G), takovd 7e x € S, y ¢ S, mezi S a V(G)\ S
nevede zadna zelend hrana a vSechny ¢erné jsou ve sméru do S.

3. (7.8) Dokazte, ze bipartitni graf G je elementérn{ (viz minuly tyden), pravé kdyz
ho 1ze napsat ve tvaru G = GgU Py U---U Py, kde Gy ~ K5 a pro kazdé i je P; cesta
liché délky, kterd ma s GoU Py U---UP;_; spoletné jen své konce, a tyto konce jsou
v opacnych partitach.

4. (11.2) Bud G reguldrni graf (viechny stupné jsou stejné), a A multimnoZina jeho
vlastnich ¢isel (tzv. spektrum). Jaké je spektrum

(a) doplitku G?

(b) hranového grafu L(G)?

(c) Jaké je spektrum Petersenova grafu?

5. (13.2) Napied malé definice: cyklus vy, €1, xo, va, . . ., Uk, €k, v1 je vyvdZeny, pokud
k = 2, nebo existuje 4, j takové, ze v; € e; a pfitom |j —i| # 1 (mod k). Hypergraf
je vyvdzZeny, pokud kazdy jeho lichy cyklus je vyvazeny a uplné vyvdzZeny, pokud
kazdy jeho cyklus je vyvéazeny.

(a) Bud H tuplné vyvéazeny hypergraf s |[E(H)| > 2. Pak H m4 dvé hrany, e,
f, takové, ze kazdy vrchol e\ f mé& stupen 1.

(b) Bud' H tuplné vyvdzeny hypergraf, pfedpoklddejme, Ze kazdé dvé hrany
maji nejvyse p spoletnych vrcholu. Pak

> (el =p) < |V(H)| —p.

e€E(H)

6. (14.2)

(a) Oznaéme Ry (3) = R(3,3,...,3) (k trojek). Ukazte, ze Ri(3) < |ek!| + 1,
a ze pro k = 2,3 nastava rovnost.

(b) Ukazte, ze pro k > 2

2k/2 < Ry(k) < 2%



