
1. cvičeńı z MA — 5.10.2010

Funkce

1. Nakreslete grafy následuj́ıćıch funkćı:
(a) cosx, cos 2x, cos(x+ π), cos(2x+ π), 2 cosx+ 1
(b)

∣∣|x− 1| − 1
∣∣, ∣∣|x− 1| − 1

∣∣2,
∣∣|x− 1|2 − 1

∣∣
(c) sin |x|, | sinx|
(d) (skládáńı funkćı – grafy kreslete jenom zhruba!) sin(x2), (sinx)2, sin 1/x, ln sinx, ln ln sinx
(e)
√

1− x2

(f) sinx · cosx
(g) x+ 1/x

2. Nalezněte funkci, která zobrazuje interval (0, 1) (a) na interval (0,∞)
(b) na interval (−∞,∞)

3. Nalezněte funkci, která zobrazuje interval (0,∞) na interval (0, 1).

4. Funkce f je zadána předpisem f(x) = 2
√

x
4−
√

x
. Určete definičńı obor Df , inverzńı funkci f−1 a obor

hodnot Hf .

Úpravy výraz̊u

5. Vyřešte v oboru reálných č́ısel (a)
√
x2 − 1 ≥

√
x2 + x− 6

(b) (substituce)
√
x+ 1−

√
x− 4 = 1

(c)
∣∣|x− 2| − 3

∣∣ = 5

6. (AG-nerovnost) Pro kladná reálná č́ısla x1, . . . , xn plat́ı

n
√
x1 . . . xn ≤

x1 + · · ·+ xn

n
.

Dokažte pro n = 2 a zapamatujte si pro všechna přirozená n.

7. (Trojúhelńıková nerovnost) Bud’ x, y ∈ R. Dokažte, že |x+ y| ≤ |x|+ |y|. Speciálně: pokud ε > 0 a
x, y ∈ (−ε, ε), tak x+ y ∈ (−2ε, 2ε).

Matematická indukce

8. Pokud pro posloupnost (an)∞n=1 plat́ı an < an+1, tak pro každé m < n plat́ı am < an.

9. (a) 2n ≥ n2 (pro n ≥ 4)
(b) Varianta: zkuste to i bez indukce, možná až pro trochu větš́ı n. (Využijte binomickou větu.)

Analogicky (taky bez indukce):
(c) (1 + x)n ≥ 1 + nx (pro x > 0)
(d) (1 + x)n � nk (pro x > 0, k přirozené, a pro dostatečně velká n).



Logika

Tohle byste měli umět, ale netýká se to př́ımo analýzy. Pokud máte s takovýmihle úkoly problémy, zkuste
předmět “Matematické dovednosti”.

10. Pro libovolné výroky a, b jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı. (Připomeňte si napřed pravdivostńı
tabulky logických spojek – nebo se zeptejte, pokud nev́ıte oč jde.) Rozmyslete si a dobře zapamatujte, při
chápáńı d̊ukaz̊u se vám to bude hodit!

(a) a⇒ b,
(b) ¬b⇒ ¬a,
(c) ¬a ∨ b,
(d) ¬(a&¬b).

11. Řekněte bez použit́ı “implikace”: Nebude-li pršet, nezmoknem. Kdo se bude snažit, dostane zápočet.
Kdo źıská dost bod̊u z ṕısemky, dostane zápočet. Kdo nebude nic umět a nebude se snažit, ten nedostane
zápočet.

12. Znegujte: Když prš́ı, nevycháźım z domu. Nebude-li pršet, nezmoknem. Zmokneme, právě když bude
pršet.

13. Zapǐste pomoćı kvantifikátor̊u a znegujte: Všechna přirozená č́ısla jsou sudá. Každé prvoč́ıslo je liché.
Některé přirozené č́ıslo je dělitelné všemi prvoč́ısly. Mezi n a 2n vždy najdeme nějaké prvoč́ıslo.

Čteńı výrok̊u

14. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı výroky, nebo jejich negace: (a) ∀x, y ∈ R : x2 + y2 > 0
(b) ∀x ∈ R ∃n ∈ N : x < n
(c) ∀x ∈ R ∃n ∈ N : (x ≥ n)&(x < n+ 1)
(d) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R :

(
|x− 2| < δ ⇒ |x− 3| < ε

)
15. Vyhovuje funkce daná předpisem f(x) = sinx následuj́ıćımu výroku, nebo jeho negaci?

(∀ε > 0)(∃K > 0)(∀x ∈ R) x > K =⇒ |f(x)| < ε

16. Který z následuj́ıćıch výrok̊u je silněǰśı? (Ř́ıkáme, že výrok A je silněǰśı než výrok B, pokud z platnosti
A můžeme usoudit, že B také plat́ı.)

• (∀x ∈ R)(∃K > 0) |f(x+ 1)− f(x)| ≤ K

• (∃K > 0)(∀x ∈ R) |f(x+ 1)− f(x)| ≤ K

Web: http://kam.mff.cuni.cz/~samal


