PRAVDEPODOBNOSTNI METODA
ZS 2009/10 soubor iloh ¢. 5
(5.1.2010 népovéda, 12.1.2010 Feseni)
Zapocet: > 42 b, zkouska: > 110 b. Za priklady dodané pted nédvodem je dvojnésobek,

po predvedeni feseni dostanete jen 2/3 bodu.

1. Méjme algoritmus, ktery odpovidd ano/ne, a ddva spravnou odpovéd s pravdépodobnosti
alespon % + 1/p(n), kde p je néjaky polynom a n velikost vstupu. Ukazte, Ze poly-
nomialnim poctem opakovani lze zatidit, ze pravdépodobnost chyby je nejvyse 1/2". 3

2. Ukazte, ze skoro jisté graf G,, , mé

e maximalni stupenn < n(1/2+ o(1)) a minimdlni stupen > n(1/2 — o(1)) 2
e maximalni stupen > n/2 + /n a minimdln{ stupen < n/2 —/n a 3
e alesponi n'/3 vrcholli stupné presné [n/2]. 3

3. Pro mnozinu 7" vrcholu grafu G ozna¢me ¢(T") pocet hran, které opoustéji 7', tj. spojuji
vrchol z T' s vrcholem mimo T'. Dokazte, ze pro dostatecné velka n existuje graf G s 2n
vrcholy, v némz pro vechny mnoziny T velikosti n plati |¢(T) —n?/2| < f(n), pticemz
f(n) = o(n?) je vhodna funkce. Pokuste se najit co nejmensi f(n) (za hodné malé f(n)
bude hodné mnoho bodu ;-) ). 3

4. Bud X mnozina velikosti 2n.

(a) Bud B uniformné ndhodné vybrand podmnozina X . Jakd je pravdépodobnost, ze
|B| = n? Jaké je pravdépodobnost, ze n — a < |B| < n+ a? 1

(b) Najdéte konstantu d > 0 (nezavislou na n) tak, aby pro libovolné Ay, ..., A, C X
existovala mnozina C' C X velikosti n, pro kterou

‘|Ai Nl - |Ail/2| < dvrlnn

plati pro vSechna . 3

Jednodussi varianta (za 2 body): nepotiebujeme mnozinu velikosti presné n, staci
nam, aby platilo ||C| —n| < dvnlnn.

5. n? lid{ chce vybrat < n-élenny vybor. Mezi n? lidmi je n?/10 zloduchu, ktefi chtéji
ziskat vliv ve vyboru. Dobrodusi nevédi, kdo jsou zlodusi.
Vybirat budou nasledovné: Kazdy fekne ¢islo 1, ..., n, a lidé, kteti fekli nejméné casté
¢islo budou zvoleni. Dobrodusi budou vybirat ¢islo nahodné nezévisle, zlodusi udélaji
co budou chtit (spec. mohou spolupracovat a predvidat, co zvoli dobrodusi). Ukazte,
ze je velmi nepravdépodobné, ze by ve vyboru bylo vice nez 1/5 zloduchu. 4



