2. bonifikacni pisemka — ResSeni

1. V zavislosti na parametru a > 0 vySetfete konvergenci fady
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Zékladni limita pro cosinus (t;j. ill% 1_;% = 1/2) napovi, ze se zadand fada chovd podobné jako rada jejiz

n-ty ¢len je b, = logn/n?*. Vskutku, ozna¢me a,, = (1 — cos %)“ logn a vsimnéme si, ze a,, > 0a b, >0
pro v8echna n. Muzeme tedy pouzit limitni srovndvaci kritérium, které po néds zada spocitat limitu
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Pouzitim Heineho véty (z, = 1/n, pficemz zjevné lim z, =0 a x,, # 0) toto pfevedeme na vypocet limity
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Podle véty o limité slozené funkce (umocnéni na a je spojita funkce) a vyse zminéné limity pro cosinus
(kterou lze téz spocitat pomoci ’'Hospitalova pravidla) je tato limita rovna 1/2%, coz je kladné redlné ¢islo.
Podle limitniho srovndvaciho kritéria tedy > a,, konverguje prave kdyz konverguje > b,,.

Pokud je 2a < 1 (¢ili @ < 1/2) tak je b, > 1/n, (pro n > 3), coz je divergentni fada, tudiz pro takova a i
zadand fada diverguje. Pokud je naoopak 2a > 1 (tedy a > 1/2) tak oznacme ¢t = (2a + 1)/2 (¢ili

1 <t < 2a). Nyni fada ), 1/n' konverguje, zéroven podle limitniho srovnavaciho kritéria je
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tudiz i fada ), b, a tedy i fada ), a, konverguji.

2. Rozhodnéte, zda existuje limita
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a v piipadé, ze ano, spoctéte ji.
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o] . Ukdze se, Ze tato limita existuje (a tudiz zadand neexistuje), ale

Spocitejme limitu A = lim,_,¢

nepiedbihejme.

Spoctéme napted B = lim, .o “——;——; pokud tato limita existuje a B > 0, pak podle véty o limité slozené

funkce (y/~ je spojitd funkee!), je A =+/B.

Pro vypocet “pomocné” limity pouzijeme 'Hospitalovo pravidlo, typ %. (Citatel i jmenovatel jsou spojité

funkee, takze pro zjisténi, ze maji v nule limitu nula staéi dosadit.)
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Dostaneme limitu lim,_,g . To se podle véty o aritmetice limit rovna
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Prvni z téchto limit je ze spojité funkce, druhd limita je rovna 1 podle definice sinu. Tudiz B = e? a A = e.



Nyn{ se vratme k zadané limité. Pro x > 0 je |z| = z, a tedy
2 _ p2cosx
lim Y5~ 4= e/V2.
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Naopak pro z < 0 je |z| = —z a tudiz
2 _ p2cosx
m YT 4= —e/\/ﬁ.
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Protoze pravo- a levostranné limity se nerovnaji, oboustrannd limita neexistuje.

3. Rozhodnéte, ve kterych bodech ma funkce
2z
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derivaci (pfipadné jednostranné derivace), a v téchto bodech (jednostrannou) derivaci spoctéte.

f(z) = arcsin

Nejprve prozkoumejme, kdy je f(x) definovdno: arcsiny je definovén pro y € [—1, 1]. Potfebovali bychom
tedy, aby
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coz lze upravit na dvé nerovnosti: 0 <2? —2z+1=(x—1)?a0<2?+2z+ 1= (z+1)%2 Tedy D =R a

muZzeme derivovat.
Podle vzorce pro derivaci slozené funkce je
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piicemz +2 bereme pokud 22 — 1 < 0 a —2 pokud z% — 1 > 0. Zamysleme se nyni, zda/kdy toto odvozeni
mé smysl. Pokud 22 — 1 = 0 (neboli x = £1), pak ve vzorci pro derivaci slozené funkce nasobfme oo - 0
(nemluvé o tom, zZe arcsin v +1 m4 jen jednostrannou derivaci). Pro ostatni « odvozeni funguje diky vété o
limité slozené funkce.

Nyni prozkoumejme (jednostrannou) derivaci v £1. Podle véty o derivaci coby limité derivaci je

fr@) = Jim f() = lim 5y = -1

P = Jig fo) = Jim o=
fi-h = lim f(z)= lim % =
FLD = dim P =l =

Protoze jednostranné derivace se lisi, tak v +1 (oboustrannd) derivace neexistuje.



