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Tento text se vztahuje k pfedmétu NMATI054, paralelka Y. Vznikl (vznikd) dpravou
textu z lonska od Stanislava Hencla (dékujil). Najdete zde soupis definic, vét a néco
malo dalsich poznamek. Co zde naopak neni, jsou dukazy. (Avsak pokud dukaz na
prednasce nebyl, je to zde napsdno.) Pokud jste dikaz “nechytili” na prednésce,
poradte se s kolegou nebo doporucenou literaturou. Pomoci vodorovnych ¢ar jsou
oddéleny jednotlivé predndsky. (Posledni tii piedndsky oddéleny nejsou, protoze
jsme preskakovali. Za tiplné posledni predndskou je Tayloruv polynom, ktery odsu-
neme do letniho semestru.)

Pokud narazite na néjakou nesrovnalost, dejte mi prosim veédét. (Zatim se s pii-
pominkami se ozvali Tom&s Masaiik, Ondiej Kupka, Roman Diba a Roman Riha.
Dékujil)

Véty, které jsme si na prednasce dokazovali, jsou rozdéleny do dvou typu: L Véta a
T Véta (viz pozadavky ke zkousce), tyto véty byste meéli umét dokdzat. U ostatnich
vét (a dvou odhlasovanych vyjimkach) sta¢i znat znéni (a rozumét mu). Kdyz jsme
si dokazovali jen ¢4st véty (nebo jsme v dikazu vynechali ¢ast), je to v tomto textu
uvedeno a budu zkouset jen tyto ¢asti dukazu.

V textu jsou uvedeny otdzky k zamyslen{ (vice jich jesté pfibude, snad brzy). Mohou
vam pomoci k lepsimu vhledu do piislusného tématu. (Nékteré jsou trochu tézsi,
tim se nenechte vyvést z miry. Kdyztak se zeptejte kolegy, a nebude-li védét, mé.)
Dalsi (dulezitd!) moznost, jak takové otdzky sami generovat: Pfi ¢teni znéni vét
se zamyslete, jak je ktery predpoklad dulezity; co kdyz misto uzavieného intervalu
bude otevieny? co kdyz funkce nebude spojita? Pokud je véta implikace, mohla by
platit jako ekvivalence?

... je snadné najit protipiiklady — pifklady funkeci/posloupnosti/. .. pro které takova
varianta véty neplati?. (Tip: tim si znén{ i mnohem sndze zapamatujete a také vice
vychutndate.) Pfi ¢teni dikazu pozorujte, kde a jak se ktery predpoklad pouzije.
Pouzila se néjaka véta z diivejsi ¢asti prednasky? Bylo dopredu jasné, Ze se pouzije?

I. Uvod

1.1. Piehled & Uvod do diikazi

O ¢em budeme mluvit: redlna ¢isla, jejich posloupnosti, fady a funkce.
Co je a co neni dikaz. Co jsou vyroky a jak s nimi zachézet.

L Véta A. V2¢Q.
Jinak veceno, pro Zddné q € Q neplati ¢*> = 2.
(Dukaz sporem.)

K zamysleni: Nasledujici ¢isla také nejsou racionalni: \3/57 \/g, V2 + \/3, -

L Véta B (Bernoulliova nerovnost). Prox > —1 an € N plati (14 z)" > 1+ nx.



(Dukaz indukci.)

1.2. Mnozina realnych cisel

Vsichni vime, co jsou to pfirozend ¢isla N = {1,2,...}, jak se rozsifujf tak, aby slo
odéitat (na celd ¢isla Z), a délit (na raciondlni ¢isla Q). Jak jsme vidéli minule, tak
stale nejde napt. odmocnovat. Misto toho, abychom pfidavali jednu dalsi operaci,
priddme v jistém smyslu viechny tim, ze “zalepime diry” (viz Véta 1 nize).

Definice. Téleso je pétice (T,+,-,0,1) kde T je mnoZina, 0 # 1 prvky T a +, -
operace na T tak, Ze plati

1. Ve,y,z€T:z+(y+z2)=(x+y) +=
Ve,yeT:z4+y=y+=x

VeeT :2+0==x

VeeT 3—zeT: 2+ (—z)=0
Ve,y,z€T:x-(y-2)=(x-y) 2
Ve,yeT:z-y=y-x

VeeT :xz-1==x

Vee T\{0}Fz "t eT :z-27t =1

© X N S & e

Ve,y,z€T:(x+y)-z2=x-24+y-2
Definice. Uspofadané téleso je sestice (T, +,-,0,1, <) takovd, Ze
1. (T,+,-,0,1) je teleso
2. < je tzv. uspordadani na T':
o Vrx,yeT :x<ymnebox>ynebozx=y
o VzyzeT o<y & y<z = <z
o VxeT:~(x<ux)
3. operace jsou kompatibilni s uspordaddnim:
o VryyzeT: o<y = x+z<y+z
o VryzeT z<y&z2>0 = z-2<y-z

Poznamka. Z vijse uvedengch vlastnosti uz lze dokdzat “vse ostatni”: od trivialit
(jako 0 < 1) po véci uzitecné (jako vzorce pro (x + y)?, jak Fesit linedrni rovnice,

Priklad. Raciondlni éisla s bézngymi operacemi jsou usporddané téleso. Redlnd
éisla také (ale jesté presné nevime, co to redind éisla jsou). Komplexni éisla a celd
éisla modulo prvoéislo jsou priklady téles, kterd nejdou usporddat. (K zamySleni:
Proc?)

Definice. Necht (T,+,-,0,1,<) je uspoiddané téleso a M C T. Rekneme, ze M
je omezend shora (resp. omezend zdola), jestlize existuje a € T tak, Ze pro vSechna
x € M plati x < a (resp. © > a). Takové a nazveme horni zdvora (resp. dolni
zdvora) mnoZiny M.



Definice. Necht je opét (T, +,-,0,1,<) je usporddané téleso a M C T. Cislos € T
nazyvdme supremum M pokud

() Vee M :z <s;

() VyeT, y<sIxreM:y<uz.

Cislo i € T nazgvdme infimum M pokud

() Ve e M :i<u;
(Gi)VyeT, i<ydzeM:x<y.

Véta 1 (zaveden{ redlnych ¢isel). Ezistuje usporddané téleso, kde kazdd neprdzdnd
shora omezend mnoZina md supremum. Takové téleso je v jistém smyslu (aZ na
isomorfismus) jednoznacné. Budeme mu tikat téleso redlnijch cisel a znacit ho R.
(Bez dukazu.)

Poznamka. Nebudeme tedy rozebirat, jak presné redlnd c¢isla vypadaji. Jedna z
moznosti jsou obuyklé desetinné rozvoje (ale nent uplné jasné, jak vibec definovat
treba ndsobent, a jestli takové ndsobeni vyjde asociativni. Jiny postup jsou tzv. De-
dekindovy Tezy.

K zamysleni: Redlnych éisel je vice neZ prirozengch. (Co to vlastné znamend?)

Poznamka. Znaceni: RT, R™, R}, Ry, intervaly (a,b), [a,b), atd.

L Véta 2 (o existenci infima). Necht M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina.
Pak existuje inf M.

L Véta 3 (Archimedova vlastnost). Ke kaZdému x € R ezistuje n € N tak, Ze
x < n.

L Véta 4 (hustota Q a R\Q). Nechtfa,b € R, a < b. Pak existujiq € Q ar € R\Q
tak, zZe q € (a,b) ar € (a,b).

T Véta 5 (o n-té odmocniné). Nechtn € N a x € [0,00). Pak existuje prdvé jedno
y € [0,00) tak, Ze y" = x.

Pozorovani 6 (trojihelnikovd nerovnost). (Vz,y € R)|z +y| < |z| + |y|

II. Posloupnosti

2.1. Uvod

Definice. Posloupnost redlnych ¢isel je zobrazeni N — R. Misto a(n) piseme viak
an, celou posloupnost znacime (a,)>2; = (a1,as9,as,...), nebo jen (a,).

Poznamka. 1. Definice i mnohé véty funguji stejné i pro komplexni cisla, my se
povétsinou omezime na c¢isla redind.

2. Casem se ukdze, Ze je Sikovné uvazovat i tzv. zobecnéné posloupnosti, tj. posloup-
nosti, které nemust byjt v koneéné mnoha bodech definovdny. (Napt. a, = 1/(n—211)
nepopisuje posloupnost, nebot as11 nent deﬁnovdno.)R

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an)nen je omezend, jestlize mnozina clent
posloupnosti, tj. mnozina {a, : n € N} je omezend podmnozina R. Analogicky
definujeme omezenost shora a omezenost zdola.



Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an)nen je:
o klesajici, jestlize (Vn € N) a, > apy1,
e rostouci, jestlize (Vn € N) a,, < @py1.-
o neklesajici, jestlize (Vn € N) a, < any1,
e nerostouci, jestlize (Yn € N) a,, > ant1,

Poznamka. Poslouponost (ay) je rostouct pravé kdyz (Vm < n)ay, < a,.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

Definice. Nechf A € R a (a,)3%, je posloupnost. Rekneme, ze A je (vlastni)
limitou posloupnosti (ay,), jestlize

Ve>03ngeNVYn>ng, neN :la, — 4] <e.

Znacéime lim a,, = A.

n—oo

Posloupnost, kterd md (vlastni) limitu, nazgvdme konvergentni posloupnost.

Pozndmka. 1. V definici lze ekvivalentné psdt ...n > ng... a také la, — Al <e
2. Také lze ekvivalentné psdt |a, — A| < 2e, nebo obecnéji |a, — A| < Ke, pro
jakoukoli kladnou konstantu K. (Pozor, dulezité!)

3. Limita nezdlezi na pocédtku — pokud zménime konecéné mnoho élent posloupnosti,
limita se nezmeénd.

4. Dokonce pro zjistént existence (a hodnoty) limity posloupnosti pronich (napf.) sto
élent vubec nepotiebujeme, muzeme tedy definovat i limitu zobecnéné posloupnosti,
kterd pro koneéné mnoho cleni nend vibec definovdna.

Piiklad. (1)1—1/n, (2) (-1)" (3)n

L Véta 1 (jednoznacnost vlastni limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu
limitu.

L Véta 2 (omezenost konvergentni posloupnosti). Necht (a,) md vlastni limitu.
Pak je (a,) omezend.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (by)ren je vybrand z posloupnosti (ay)nen,
jestlize existuje rostouct posloupnost prirozenych céisel (ng)32, tak, Ze by = an, .

K zamysleni: Je mozné, aby byla posloupnost (by,) vybrand z (a,) a také naopak
— (ay) vybrand z (b,) — aniz by byly obé posloupnosti identické?
L Véta 3 (o limité vybrané posloupnosti). Nechf lim a, = A € R a necht (b) je

n—oo

vybrand z (ay,). Pak kli_{go b = A.

T Véta 4 (aritmetika limit). Nech? lim a, = A € R a lim b, = B € R. Pak plati

7. lima,+b,=A+B

n—oo

2. lim a,b, = AB

n—oo

3. lim ay,/b, = A/B pokud B # 0



Pozndmka. 1. Je mozné, Ze lima, anilimb,, neexistuje, avsak lim(a,, + b,) ano!
(b, = —apn, a, “divokd”). Podobné v ostatnich pripadech.

2. V treti ¢dsti chdpeme posloupnost a, /b, v zobecnéném smyslu (zminéném po
definici posloupnosti). Pokud je b, = 0 pro néjaké n, pak pro toto n neni vjraz
an /by definovdn. Ovsem pokud limb,, # 0, tak se toto miZe stdt jen pro konecéné
mmnoho hodnot n.

L Véta 5 (limita a uspofaddn{). Nech? lim a, = A € R, nh—>n<§o b, =B eR.

n—oo
(i) Jestlize A < B, pak ezistuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < by,.
(it) Jestlize existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, > b,, pak A > B.

L Véta 6 (o dvou straznicich). Necht (a,), (b,), (¢n) jsou posloupnosti splriugici:
(1)) Inp e NVReN, n>ng: a, <c¢, <by,

(#4) lima, =limb, = A € R.

Pak lime, = A.

L Véta 7 (o limité soucinu omezené a mizejici posloupnosti). Nechf lima, =0 a
(bn) je omezend. Pak limaypb, = 0.

(Predchozi véta byla o predndsku pozdéji, ale logicky patri sem.)

Piiklad. lim 1/n (pro a racionding), lim ¢™, lim %, lim {/a, lim {/n, lim ¢" /n*

2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,)neny md (nevlastni) limitu +oo (respektive
—00), pokud :
VK eRIngeNVR>ng, neN: a, > K

(VK eR 3IngeNVn>np, neN: a, < K).
Vety 1, 3, 5 a 6 plati i v pripadé, Ze uvaZujeme nevlastni limity.

Definice. Rozsifend redlnd osa je mnozina R* = RU{4+o0co}U{—00c} s ndsledujicimi
vlastnostma:

Usporddadanyi: VoeR —oco<a<oo
Absolutni hodnota: | + oo] = | — 00| = +0o0
Séitani: Va € R*\ {+o0} —o0o+a=-x
Va € R*\ {—c0} +o00+a=+x

Ndsobeni: VaeR*, a>0 a-(+oo)==%00
YaeR*, a<0 a-(foo)=Foo

Déleni: Va € R 2 .

+o0
Virazy —oo + oo, 0+ (£00), i%, % nejsou definovdny.

Véta 4 (aritmetika limit podruhé). Nech? lim a, = A € R* ¢ lim b, = B € R*.

n—oo n—oo
Pak plati

1. lim a, +0b,=A+ B, MLPSS

n—oo

2. lim apb, = AB, MLPSS

n—oo

3. lim an/b, = A/B, MLPSS



(MLPSS znaci “md-li pravd strana smysl”: tj. vjraz na pravé strané je definovdn.)
(Bez dikazu.)

K zamysleni: Pokud vyraz na pravé strané smysl nemd, tak nejenze nevime, cemu
je rovna (a zda existuje) limita na levé strané, ale dokonce se tato limita mize rovnat
éemukoli (nebo neexistovat). Hmm, s jedinou vgjimkou, v jednom nedefinovaném
pripadé mizeme néco mdlo Tict — ve kterém a co?

Definice. Pro libovolnou mnozinu M C R definujme sup M jako nejmensi horni
zavoru (i nekonecénou) — presnéji, sup M je minimdini prvek mnoZiny

{zr e R": (Ym € M)z > m}.
Analogicky definujeme inf M coby mazimdalni prvek mnoZiny
{zr eR": (Vm € M)z <m}.

Poznamka. 1. Pokud je M omezend shora, tak tato definice suprema M spljvd s
definici v druhé predndsce. (K zamySsleni: Proc?)

2. Pokud je M shora neomezend, tak jedinou horni zdvorou je +oo, takZe sup M =
+o0.

3. Analogicky pro infima. V souhrnu dostdvame, Ze pripustime-li nekoneéné hod-
noty, md kazdd mnozina redlnych ¢isel supremum i infimum.

4. K zamysleni: Kolik je sup( a inf (2

L Véta 8 (limita typu A/0). Necht nler;Oan =AeR, A>0, nlLII;O b, =0 a

existuje ng € N, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati b, > 0. Pak lim = = oo.

n—oo N

2.4. Monoténni posloupnosti
L Véta 9 (o limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md
limatu.

Piiklad. Takto lze nap. odvodit, Ze posloupnost definovand predpisem a; = 1,
ant1 = (an +2/ay)/2 (pro kazZdé n > 1) md limitu, podle véty o aritmetice limit se
dopocte, zZe lim a, = 2.
n—oo
Definice. Necht (an)nen je posloupnost a oznacéme by, = sup{a, : n > k} a
¢, = inf{a, : n > k}. Cislo klim by, nazyvdme limes superior posloupnosti (a,)nen @
— 00
znacéime lim sup,, _, o ap. Cislo klim ¢k nazgvdme limes inferior posloupnosti (a,)nen
—00

a znacime liminf,,_, o a,.

Pozndmka. (1) Je-li (a,) shora (zdola) neomezend, pak vyjde by, = 0o (¢, = —o0).
V tom pripadé klademe lim by = co (lim ¢ = —00).

k—oo k—oo
(2) Protoze (by) je merostouct a (cx) neklesajict, tak podle predchozi véty limes

superior a limes inferior existuje pro kazdou posloupnost.

Piiklad. limsup,,_,. (=1)"+1/n =1, liminf, . (—1)"+1/n = —1, limsup,,_, . n =
liminf, ,,on = o0

T Véta 10 (vztah limity, limes superior a limes inferior). Necht (a,,) je posloupnost,
A € R*. Pak

lima, = A € R* & limsupa,, = liminfa, = A € R*.
n—oo

n—oo



T Véta 11 (Bolzano-Weierstrass). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat kon-
vergentni podposloupnost.

T Véta 12 (BC podminka). Posloupnost (an)nen md vlastni limitu, prdvé kdyz
spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku, tedy

Ve>03dng e NVm,neN, n>ng, m>ng: |a, —an| <e.

ITI. Rady

3.1. Uvod

Definice. Nechl (ay,)nen je posloupnost. Cislo s,y = a1 +as+. ..+ ay, nazveme m-
tym ¢dstenym souctem 7ady Y .- | a,. Souttem nekonecéné fady y ., a, nazveme
limitu posloupnosti (Sm)men, pokud tato limita existuje. Je-li tato limita koneénd,
pak Tekneme, Ze rfada je konvergentni. Je-li tato limita nekonecnd nebo neexistuje,
pak Tekneme, Ze Tada je divergentni. Tuto limitu budeme znacit ZZOZI Qp,.

m+1_q

Priklad. Pokud a, = q", je sy = & T Snadno spocteme limitu posloupnosti

(sm), a tim zjistime, Ze

= ld<1

o0
Z q" = ¢ 00 g>1
n=1 neexr. jinak

Pozndmka. Pri pocitani souctu tad podle definice narazime na dva problémy:
éasteéné soucty muze byt tézké hezky vyjddrit a (proto) muze byt obtizZné zjistit
jejich limitu. Ezistuji rafinovanéjsi metody (metodu mirné rafinovanou si ukdZeme
priste), pro jejich aplikaci bude ale potieba védeét, zda dany soucet vibec existuje
(a je koneény), neboli zda Tada konverguje. Tim se budeme ted (takika) vijhradné
zabyvat.

L Véta 1 (nutnd podminka konvergence). Jestlize je > - | a,, konvergenini, pak
lim a, = 0.

n—oo

Poznamka. Tato podminka rozhodné NENI postacugici: napr. > -

ot =00 (jak
brzy wvidime), trebaZe lim 1 =0.
n—oo

L Véta 2 (linearita fad). (i) Necht « € R\ {0}, pak

oo o0
Z an konverquje < Z aa, konverguje .

n=1 n=1

Navic, pokud obé Tady konverguji, tak Y .- | ay = Y 00 | ap.
(i) Necht >"°° | a,, konverguje a > .- | b, konverguje, pak

o0

Z(an + by,) konverguje.

n=1

Navic, pokud tady konverguji, tak > o (an +bp) =D 0oy an+ Y pey bn.



3.2. Rady s nezdpornymi ¢leny

Pozndmka. Pro fady s nezapornymi éleny podle véty I1.9 limita ¢astecnijch soucti
existuje, jde tedy “jen” o to, zda tato limita je koneénd (tfada konverguje) nebo
nekoneénd (tada diverguje).

L Véta 3 (srovnavaci kritérium). Necht> >~ an ad .- by jsou fady s nezdporngmi
¢leny a necht existuje ng € N tak, Ze pro vsechna n € N, n > ng plati a,, < b,,. Pak

oo oo
(1) an konverguje = Z a,, konverguje,

n=1 n=1
o0 o0
(i%) Zan diverquje = an diverguge.
n=1 n=1

L Véta 4 (limitn{ srovndvaci kritérium). Nech Y 0" an a Y oo, by jsou Fady s
nezapornyms cleny a necht lim dn _ K € R*. Pak

n—oo n

(i) Jestlize K € (0,00), pak Z by, konverguje < Zan konverguje,

n=1 n=1

(oo} oo
(i3) Jestlize K =0, pak an konverguje = Zan konverguje,

n=1 n=1
o0 o0
(ii) Jestlize K = oo, pak Zan konverguje = Z b, konverguge.
n=1 n=1

L Véta 5 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht Y.~ | a,, je fada s nezdpornymi
cleny.

(1) 3¢€(0,1) Ing e NVneN, n>ny: ¥a, <q= Z ay, konverguje,

n=1

o0
(#4) Ig>13Ing e NVneN, n>ng: Ya, >q= Z an diverguje,

n=1

o0
(4i7) lim Ya, <1= Z ay konverguje,
n—oo

n=1
o0
(i) lim Ya, >1= z a, diverguje,
n—oo —

K zamysleni: V édstech (iii) a (iv) lze misto lim psdt lim sup.

L Véta 6 (d’Alambertovo podilové kritérium). Necht > o7 | a,, je Tada s kladnymi
cleny.

(oo}
(1) 3¢ € (0,1) Ing eNVneN, n>ng: Intl q= Zan konverguje,
a

n n=1

Ap+1

o0
>q= Z a, diverguje,

n=1

(#9) Jg>13IngeNVneN, n>ng:

n

o0
<l= Z a, konverguje,

n=1

(i3) lim 2nt2
n—oo (O

o0
>1= Z an diverguje.

n=1

(iv) lim Gnt1

n—oo Oy




K zamysleni: V édsti (i) lze misto lim psdt lim sup.
K zamysleni: Lze 7ici, zda je lepsi podilové nebo odmocninové kritérium?

Priklad. Zkoumejme fady > oo, k+ (%)k_l. (K zamysleni: Co tento soucet 7ikd
o hdzeni hraci kostkou?) Pouzijeme podilové kritérium (slo by i odmocninové, s

s

an+1 n+1§

an n 6

a tedy limay,y1/a, = 5/6 < 1. Proto md tada konecny soucet, oznacme ho S.
Muizeme ale ddle pocitat

k=1
zgwg (g)’“

') k [e%e] k—1
-5 (0) iz (3)
_1/6 5

1-5/6 6

Odsud jiz snadno zjistime, Ze S = 6.

Véta 7 (Raabeho kritérium). Necht >0~ | a,, je Fada s kladngmi cleny.

o
(¢) lim n( In__ 1) >1= E a, konverguje,
n—o0 an+1 el
a oo
(#4) lim n( o — 1) <l= g ay, diverguje.
n—oo an+1 1

(Bez dikazu.)

K zamysleni: Dikaz lze udélat srovnanim s fadou 1/n®.

T Véta 8 (kondenzacni kritérium). Nechtf Y ° | a, je fada s nezdpornymi cleny
spliiugict an+1 < an, pro vSechna n € N. Pak

o0 o0
Z an konverguje < Z 2" agn konverguge.

n=1 n=1
Dausledek Nech? o € R.

1. 3% L konverguje & o > 1.

n=1 n®
% 1 .
2. Y, wTogmn konverguje < a > 1.

e8] 1

K zamysleni: Jak je to s fadou )~ - 7 Togn(loglog n)® ?

3.3. Neabsolutni konvergence rad

Definice. Necht pro fadu Y .-, ay plati, Ze Y -, |an| konveguje. Pak rikdme, Ze
>0 | an konverguje absolutné.



L Véta 9 (Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad). Rada > o0 | a,, kon-
verguje, pravé tehdy, kdyz je splnéna ndsledugjici podminka

m
Ve>0dng e NVm,neN, m >ng, n>ng: ‘Zaj <e.

j=n

L Véta 10 (vztah konvergence a absolutni konvergence). Necht fada Y .. | a,
konverguje absolutné. Pak Tada Zflo:l an konverguje.

Lemma (Abelova parcidlni sumace). Necht aq,...,a,,b1,...,b, € R. Oznaéme
k .
Sk =y, a;. Pak plati

n—

n 1
Z a;b; = Z 5i(bi = bix1) + snbp.
i=1 i=1
Jestlize navic by > by > ... > b, > 0, pak

n
by min s; < E a;b; < by maxs;.
i=1

(dikaz snadnou indukci — ale z ¢asovych divodi vynechdn)

T Véta 11 (Abel-Dirichletovo kritérium). Nechf (an)nen je posloupnost redlngch
éisel a (b))% je nerostouci posloupnost nezdpornych cisel. Jestlize je nékterd z
ndsledujicich podminek spinéna, pak je >, anb, konvergentni.

o0
(A) Z a, je konvergentni,

n=1

o0
(D) lim b, =0 a Z a, md omezené castecné soucty, tedy
n—oo

n=1
IK >0VYmeN: |sm|:’2ai| < K.
i=1
(v dikazu vynechdny technické detaily)

L Véta 12 (Leibnitz). Necht (b,)S2, je nerostouci posloupnost nezdaporngjch éisel.
Pak

Z(—l)"bn konverguje < lim b, = 0.
n=1

(dk byl az na dalsi predndsce)

Poznamka. Viastnost ‘b, je klesajici posloupnost s limitou 0” znacéime by, \, 0.

Pozndmka. (1) Necht > 77 | a, je absolutné konvergentni fada. Pak po libovolné
zméné poradi jejich éleni dostaneme absolutné konvergenini fadu (kterou mizeme
formdiné zapsat > -, p(n), Pro néjakou bijekci p : N — N) se stejngm souctem.
(2) Naproti tomu pokud >, ay, konverguje, avsak nikoliv absolutné (tj. " |an| =
o0), pak zménou potadi jejich élent lze dostat libovolny soucet z R*.
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3.4. Soucéin rad

Tak jako pro konecné soucty bychom i pro soucty nekoneéné (fady) chtéli pouzivat
distributivitu (rozndsobovdni zdvorek). Je ale potieba se rozhodnout, v jakém poradi
budeme jednotlivé cleny scitat.

Definice. Necht > 7 an a > o, b, jsou Fady. Cauchyovskym soucinem téchto

rad nazveme Tadu
o0

S (e i).

k=2 i=1
Véta 13 (o soucinu fad). Necht > 7 a, a > oo b, konverguji absolutné. Pak
oo  k—1 00 oo
> (aniti) = (Xan) - (3 0a).
n=1 n=1

k=2 i=1
(Bez dikazu.)

IV. Funkce jedné realné proménné

4.1. Zakladni definice

Definice. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M CR. MnoZina M se nazjvd definiéni obor funkce f a znaci Dy.

Definice. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R, je

rostouci, jestlize Ve,y e M, v <y: f(z)< f(y),
klesajici, jestlize Vx,y € M, z <y: f(x) > f(y),
nerostouci, jestlife Ve,y € M, z <y: f(x)> f(y),

neklesajici, jestlize Vo, y € M, x <y: f(z) < f(y).

Definice. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R, je
sudd, jestlizeVe e M: —xze M & f(x)= f(-x),
lichd, jestlizeVx e M : —xeM & (f(z)=—-f(-x)),
periodicka, jestlize

Jp>0VeeM: z+peM & rx—peM & flz)=f(z+p).

Definice. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R, je omezenid (omezend
shora, omezend zdola), jestlize f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend)
podmnozina R. Symbolem f(M), nebo také Hy znac¢ime mnozinu hodnot funkce f,
tj. mnozinu {f(x) : x € M}.

Definice. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, Ze funkce f nabyjvd v bodé a € M
maxima na M jestlize Vo € M : f(z) < f(a),
minima na M jestlize Vo € M : f(z) > f(a),
ostrého maxima na M jestlize Ve € M, © #a: f(z) < f(a),

ostrého minima na M jestlize Vo € M, x #a: f(x) > f(a),
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lokélntho maxima (ostrého lokdlntho maxima, ostrého lokalntho minima, lokalntho
minima) na M jestliZe existuje 6 > 0 tak, Ze f nabyvd na M N (a — d,a + 0)
svého mazima (ostrého mazima, ostrého minima, minima).

K zamysleni: Muize néjakd funkce nabyvat lokdlniho minima v kaZdém bodé de-
finiéntho oboru? Ostrého lokdlniho minima? Co kdyZ chceme, aby funkce byla defi-
novand na celém R? (Pozor, posledni édst je tézkd!)

Definice. Budte f : M — R a g : N — R funkce, M, N C R. SloZenim téchto
funkci myslime funkci h: N' — R, kde

1. h(z) = f(g(x)) pro vsechna x € N’
2. NN={x € N:g(x) e M}

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je prostd na J, jestlize
pro véechna x,y € J plati x # y = f(x) # f(y). Pro prostou funkci f : J — R
definujeme funkci inverzni f=1: f(J) — R predpisem f~1(y) = x & f(z) = v.

4.2. Elementarni funkce

Po trochu suchych definicich si porddné zavedme “béiné” — tzv. elementarni —
funkce. Zatim jsme si nedefinovali limitu funkce ani spojitost, tyto body zatim prosim
chdpejte intuitivné (a vratte se k nim, aZ limity a spojitost probereme).

Véta 14 (zavedeni exponencidly). FEzistuje prdvé jedna funkce exp : R — R
splriugici:

. exp(x) je rostouci na R,

. Vr,y € R exp(z +y) = exp(z) exp(y),

. exp(0) =1,

. Hexp = (0,00),

. exp je spojitd

6. lim <@L _ g
x—0 T

(Bez dikazu.)

Gr . L v~

Definice. Funkci inverzni k exponencidle exp nazyvdme logaritmus log.
Véta 15 (vlastnosti logaritmu). Funkce log splriuje:

1. log : (0,00) — R je spojitd rostouct funkce,
2. Vz,y >0 log(ry) = log(z) + log(y),

log(z) _
= =L

(Bez dikazu.)

3. lim
r—1

Definice. Necht a >0 a b€ R. Pak definujeme a® = exp(blog(a)). Je-li b > 0 pak

. _ loga
definujeme log, a = Tog b

Poznamka. (1) Umocriovdni md viechny “oéekdvané” vlastnosti, tj. napt. log(a®) =
bloga, a*® = (ab)¢, a®*¢ = aba®, a° = 1, a' = a (vse pro a > 0, jinak obecnou moc-
ninu nemdme definovanou). Uvédomte si, Ze odsud plyne, Ze a™ a al/" = /a je
definovdano tak, jako drive.

12



(2) Oznacime-li e = exp(1), pak loge = 1 a podle definice je e* = exp(z - 1) =
exp(x). Cislo e = 2.718281828... se nazjvd Eulerovo ¢éislo. Kromé tohoto vztahu
s exponencidlou je e také hodnota limity

1 n
lim (1 + )
n— oo n

a Tady

Véta 16 (zaveden{ sinu a cosinu). Fzistuji funkce sin : R — R a cos : R — R
splriugici:

1. Vx,y € R sin(z+y) =sinzcosy + coszsiny,
Ve, y € R cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny,
Vz,y € R cos(—x) =cosz, sin(—z) = —sinz,

2. existuje kladné ¢islo w tak, Ze sin je rostouci na [0, 37] a sin(3m) =1,

2
: sinx __
3. ili%T =1.

Funkce sin a cos (a ¢islo w) jsou témito vztahy uréeny jednoznacné.
(Bez dikazu.)

Poznamka. Odsud jiZ plynou vSechny ostatni vlastnosti funkci sinus a cosinus, tj.
napf. vzorec pro sin(2x), cos /2, sin® x + cos® x = 1, atd.

Definice. Prox € R\ {5 +kr: k€ Z} ay c R\ {kn:k € Z} definujeme funkce
tangens a cotangens predpisem

sin x ¢
tgxr = a cotgy =
Ccos T

Véta 17 (spojitost sinu a cosinu). Funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svém
definicnim oboru.
(Bez dikazu.)

Definice. Nech?

sin*x = sinz pro x € [-F, 7],
cos®™x = cosx pro z € [0, 7],
tg*z =tgx prox € (—3,%) a
cotg® x = cotgx pro x € (0, 7).

Definujeme arcsin (respektive arccos, arctg, arccotg) jako inverzni funkci k funkci
sin® (respektive cos®, tg*, cotg® ).

K zamysleni: Rozmyslete si, ¢emu se rovnd sinarcsinz a ¢emu arcsinsin x.

Pozndmka. Asi jste si vsimli, Ze véty jsou bez dukazi — vlastné jsme jen tekli,
jak chceme, aby se elementarni funkce chovaly. Nékteré dukazy si casem ukdZeme
(nékteré az v letnim semestru), zde jen pro zajimavost naznaéme, jaok se délaji:

[e’e] x"™
n=0 n!"*

e Polozime exp(x) =

o Vlastnosti logaritmu odvodime z toho, Ze se jednd o inverzni funkci k exp.
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, . ir__ —iT . . L

e PoloZime cosx = a siny = 5. (Zde vybocujeme z rdmce
e 7’ 7’ ~ 7’ ’ 3 ¥ . v s

zkoumdnd funkct (Tad, ...) s redlngmi hodnotami, oviem pro komplexni ¢isla

vétsina toho, co jsme si na predndsce Tikali, plati beze zmény.)

it Lot

e Poznamenejme, Ze obdobné se definuji tzv. hyperbolické funkce sinus hyperbo-

licky a cosinus hyperbolicky. sinh z = = " acoshz = % (Tyto funkce
se nazyvagji hyperbolické nebol se k rovnoosé hyperbole (x — 1/x) maji tak,
jak goniometrické funkce (sinus a spol.) ke kruznici.

Pozndmka. Lze vytvdret (napr. pomoci integrdli) i dalsi vjznamné funkce “méné
elementdrni”, tzv. specidlni funkce. Takovymi funkcemi se zabyvat nebudeme (uZ
proto, Ze zatim mevime, co je integral), ale v principu se s nimi zachdzi stejné
jako se sinem a spol: pomoci metod, které brzy vybudujeme, zjistime vlastnosti
téchto funkci a nauéime kalkulacky/pocitace jak takovou funkci spocitat numericky.
Zminme napt. tzv. chybovou funkci, kterd je duleZitd mj. ve statistice:

2 T
erf(x) = ﬁ/o e dt.

4.2. Limity
Zacénéme pojmem, ktery popisuje, co to znamend “byt blizko bodu a”.
Definice. Nechf § > 0 a a € R. Prstencové okoli bodu je
P(a,0) = (a—6,a+6)\ {a}; P(+00,0) = (5,+00); P(—00,0) = (—00,—3).
Pravé a levé prstencové okoli bodu a je
Py(a,0) = (a,a+90); P_(a,d)=(a—9,a).
Okoli bodu je
U(a,8) = (a—d,a+6); U(+00,0) = (3,400); U(—00,8) = (=00, —%).
Pravé a levé okoli bodu a je
Ui(a,d) =la,a+9); U-(a,0) = (a—4d,al.

Definice. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, Ze f md v bodé a € R* limitu
rovnou A € R*, jestlize plati

Ve >030>0Ve € Pa,d): flx) eU(A,¢).

Znacime IhLI}L f(z) = A.

Poznamka. (1) Hlavni uzZitek v zavedent znaceni P(a,d) apod. je moznost zkoumat
najednou pripady kdy a, A jsou redind ¢isla a kdy jsou to +oo. (K zamysleni: Kolik
pripadi bychom jinak museli v definici rozlisit?) Pokud chceme nakreslit vhodny
obrazek, pak ovséem musime stejné pripady rozlisovat.

Dalsi vijhodou je mozZnost zobecnénd, v édsti matematiky zvané topologie se obecné
zkoumd, jaké vlastnoti md mit “systém okoli” a jak pomoct takového systému nade-
finovat spojitost i pro zobrazeni mezi sloZitéjsimi objekty neZ jsou redlnd c¢isla.

(2) Ekvivalentné muzeme v definici limity psdt

Ve > 036 >0 f(P(a,8)) C U(A,e).
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(3) Pokud je a, A € R, pak lze definici napsat také ve formé
Ve>030>0VeeR:0< |z —a|]<d = |f(z)— Al <e.

(4) V definici limity f : M — R v bodé a se nic nepravi o hodnoté f(a), dokonce ani
nemusi byt f(a) definovdno (tj. a € M ). Co vsak chceme, je aby néjaké prstencové
okoli bodu a bylo celé v M (to plyne z definice: pokud fikame, Ze f(z) je prvkem
néjaké mnoziny, rikdme tim implicitné téz, ze f(x) je definovdno).

(5) Kdybychom predchozi varovdnt ignorovali (definici limity lze ponékud rozsiFit),
dostali bychom pro funkce definované na M = N a pro a = 400 definici limity
posloupnosti v novém jazyce.

(6) Jiné znacent: f(x) =% A.

Piiklad. (1) Pokud f(x) = z, pak jelim,_., f(z) = a pro kaZdé a € R*. (V definici
mauzeme volit § rovno €.)

(2) Pokud f(z) = 1/|x|, pak je lim,_,o f(x) = co. (V definici mizeme opét volit &
TOVNO €.)

Definice. Nechf f : M — R, M C R. Rekneme, Ze f md v bodé a € R* limitu
zprava (zleva) rovnou A € R*, jestlize plati

Ve>030>0Vx € Pi(a,d): f(x)eU(Are)

(Ve>036>0Ve € P_(a,0): f(z) € U(Ae)).
Znacimelim, .o, f(x) = A (limy_,_ f(x) = A) nebo strucnéji f(ay) = A (f(a-) =
A).
Piiklad. Pokud f(x) = 1/x, pak je lim,_.o, f(x) = 400, zatimco lim,_o_ f(x) =
—00.
Definice. Nechf f : M — R, M C R, a € M. Rekneme, e f je v a spojité (spojita

zprava, spojita zleva), jestlize

lim f(z) = f(a) ( lim f(z)= f(a), lim f(z)= f(a)).

r—a Tr—a4 r—a_—

T Véta 1 (Heineho véta). Necht A € R*, f : M — R a f je definovdna na
prstencovém okoli bodu a € R*. Ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(1) lim f(z)=A
r—a
(#3) pro kaZdou posloupnost (x,)nen takovou, Ze
YneN:z, € Mz, #a & lim z, =a plat{ lim f(z,)= A.
n—oo n—oo
L Véta 2 (o jednoznacnosti limity). Funkce f md v daném bodé nejvyse jednu
limitu.
(Ndsledugici véta byla aZ na dalsi predndsce.)

L Véta 3 (limita a omezenost). Necht f md vlastni limitu v bodé a € R*. Pak
existuje 0 > 0 tak, Ze f je na P(a,d) omezend.

L Véta 4 (o aritmetice limit). Nechfa € R*, lim,_,, f(x) = A € R* alim,_, g(z) =
B € R*. Pak plati

(7) lim(f(x)+ g(z)) = A+ B, pokud je vgraz A+ B definovdn

(i) lim f(x)g(x) = AB, pokud je vijraz AB definovdn
A A
(#it) 3113}1 gg)) =5 pokud je vijraz 5 definovdn.
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L Dusledek Véty 4: Necht jsou funkce f a g spojité v bodé a € R. Pak jsou funkce
f+g, f-g spojité v a. Pokud je navic g(a) # 0, pak je i funkce g spojitd v a.

Piiklad. Funkce dand predpisem f(x) = x je spojitd (jeji limitu jsme uZ pocitali),
stejné jako konstantni funkce. Odsud plyne, Ze jsou spojité i vSechny polynomy a
raciondlni lomené funkce (v bodech, kde jsou definované). Elementdrni funkce jsou
téz definovdny jako spojité (s vyjimkou tg a cotg, které maji predepsané body ne-
spogitosti.

L Véta 5 (o dvou straznicich). Nechf a € R*, f : M — R, M C R. Necht na
néjakém prstencovém okoli P(a,d) plati f(x) < h(x) < g(x). Nechl lim,_, f(x) =
lim, ., g(x). Pak existuje lim,_., h(x) a vSechny t7i limity se rovnayi.

T Véta 6 (limita slozené funkce). Necht funkce f a g spliiugi:

(i) lim g(a) = 4,

(i) lim f(y) = B.
y—A
Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
(P1) f je spojitd v A,
(P2) 3n > 0Vxz € P(e,n) : g(z) # A,

pak plati lim, . f(g(z)) = B.

Priklad. lim,_o 0@

Véta 7 (limita monoténni funkce). Necht f je monoténni na intervalu (a,b), a,b €
R*. Potom existuje lim, .., f(x) i lim,_,_ f(x).
(Bez dikazu.)

4.3. Funkce spojité na intervalu

Definice. Vnitinimi body intervalu J rozumime ty body z J, které nejsou krajnimi.
MnoZinu téchto bodu nazgvame vnitiek J (int J ).

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je spojitd na J, jestlize je
spojitd ve véech vnitinich bodech J. Je-li pocdtecni bod J prvkem J, tak poZadujeme
1 spojitost zprava v tomto bodé a je-li koncovy bod J prvkem J, tak poZadujeme i
spojitost zleva v tomto bodé.

T Véta 8 (Darboux). Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a plati f(a) < f(b).
Pak pro kazdé y € (f(a), f()) existuje x € (a,b) tak, Ze f(x) =1y.

Véta 9 (zobrazeni intervalu spojitou funkei). Nechf J je interval. Necht funkce
f:J =R je spojitd. Pak je f(J) interval.
(Bez dikazu.)

T Véta 10 (spojitost funkce a nabyvani extrémi). Nechl f je spojitd funkce na
intervalu [a,b]. Pak funkce f nabyjvd na [a,b] svého mazima a minima.

L Véta 11 (spojitost funkce a omezenost). Necht f je spojitd funkce na intervalu
[a,b]. Pak je funkce f na [a,b] omezend.
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T Véta 12 (o inverzni funkci). Necht f je spojitd a rostouct (klesajict) funkce na
intervalu J. Potom je funkce f=1 spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).

4.5. Derivace funkce

Definice. Necht f je redlnd funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a budeme
rozumet £ B - f(a)

'(a) = lim L3¢ — /@),

f (CL) - }1111,1}) h ’
derivaci f v bodé a zprava budeme rozumét

) — i T@TH) = fa)

h—0,4 h ’
derivaci f v bodé a zleva budeme rozumét

h—0_ h

L Véta 17 (vztah derivace a spojitosti). Nechl md funkce f v bodé a € R derivaci
f'(a) € R. Pak je f v bodé a spojitd.

T Véta 18 (aritmetika derivaci). Nech? f'(a) a ¢'(a) existuji.

(i) (f+g)(a) = f'(a)+ ¢'(a), pokud md pravd strana smysl.
(i) Necht je g spojitd v a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
pokud md pravd strana smysl.

f

(ii1) Necht je g spojitd v a a g(a) # 0, pak (;)I(a) _ f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

9*(a) ’
pokud md pravd strana smysl.

(Dikaz jen pro soucet a soucin.)

T Véta 19 (derivace slozené funkce). Necht f md derivaci v bodé yo, g md derivaci
v xo aje v xg spojitd a yo = g(xg). Pak

(f09)(zo) = f'(y0)g (w0) = f'(9(x0))g (o),
je-li vyjraz vpravo definovdn.

(Diikaz za predpokladu ¢'(xo) # 0.)

L Véta 20 (derivace inverzni funkce). Nechf f je na intervalu (a,b) spojitd a
rostouct (respektive klesajict). Necht f md v bodé xq € (a,b) derwaci f'(xo) vlastni
a riznou od nuly. Potom md funkce f~! derivaci v bodé yo = f(x0) a plati

—1y/ _ 1
(f ) (yo) - f’(f‘l(yo)) .

L Véta 21 (Fermatova). Necht a € R je bod lokdlniho extrému funkce f na M.
Pak f'(a) neexistuje, nebo f'(a) = 0.

L Véta 22 (Rolleova véta). Necht f je spojitd na intervalu [a,b], f'(z) existuje pro
kazdé x € (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje £ € (a,b) tak, Ze f'(§) = 0.
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L Véta 23 (Lagrangeova véta o sttedni hodnoté). Nechf je funkce [ spojitd na
intervalu [a,b] a md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje & € (a,b)

tak, Ze
f() - f(a)
1e) —
UGERIUSEA)
Véta 24 (I’Hospitalovo pravidlo).

(i) Necht a € R*, lim, o, f(x) =limy—q, g(x) =0 a necht existuje lim, .,

Pak
f@) S

f'(=)
g'(z)”

oy g(z)  way g'(a)

~

@) pak

(iz) Necht a € R*, limg_q, [g(x)| = 00 a nechf existuje limyq, 2y

(Bez dikazu.)

L Véta 25 (derivace a limita derivace). Necht je funkce f spojitd zprava v a a
necht existuje lim, .. f'(x) = A € R*. Pak f! (a) = A.

L Véta 26 (o vztahu derivace a monotonie). Necht J C R je interval a f je spojitd
na J a v kazdém vnitrnim bodé J md derivaci.

i) Je-li f'(z) >0 na intJ, pak je f rostouci na J.
i1) Je-li f'(x) <0 na intJ, pak je f klesajici na J.
iii) Je-li f'(x) >0 na intJ, pak je f neklesajici na J.
iv) Je-li f'(z) <0 na int J, pak je f nerostouci na J.

(
(
(
(
4.6. Konvexni a konkavni funkce
Definice. Necht f md vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme
To={[z.y]: 2 €R, y= f(a) + f'(a)(z —a)}.
Rekneme, e bod [z, f(z)], € Dy lezi nad (pod) teénou T,, jestliZe plati
f(@) > fla) + f'(a)(z —a) (f(z) < f(a) + f'(a)(z - a)).
Definice. Druhd derivace funkce f v bodé a (f"(a)) je derivace funkce f'(x), éili

i L@ D) = (@)
h—0 h

Definice. Funkce f md v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a
existuje § > 0 tak, Ze

(i) Ve € (a—d,a) : [z, f(x)] lezd nad tecnou,

(i1) Va € (a,a+ ) : [z, f(x)] led pod tecnou,
nebo

(i) Ve € (a—d,a) : [z, f(x)] lezl pod tecnou,

(#i) Vx € (a,a+0) : [z, f(x)] lez nad teénou,
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Véta 27 (podminky pro inflexi). (1) (nutnd) Necht f"(z) # 0. Pak z nend inflexni
bod funkce f.
(2) (postacujict) Necht f md spojitou proni derivaci na intervalu (a,b). Necht z €
(a,b) a plati

Vz € (a,2): f"(z) >0 aVz € (2,b) : f’(z) <O0.
Pak z je inflexni bod f.
(Bez dikazu.)

Definice. Funkce f na intervalu I nazveme konvexni (konkdvni), jestlie
f(z2) — f(z1) < f(z3) — fla1)
To — I - xr3 — 1

f@2) = flz1)  flas) — flz1)
( 2 )

To — 1 a T3 — 1

Va1, 20,23 €1, 11 < 29 < 23 =

Funkci nazveme ryze konvexni (ryze konkdvni), je-li prislusnd nerovnost ostrd.

Véta 28 (vztah druhé derivace a konvexity (konkéavity)). Nechf f md na intervalu
(a,b) spojitou prund derivaci.

Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) >0, pak f je ryze konvexzn.
Jestlize Vo € (a,b) : f"(x) <0, pak f je ryze konkdvni.
Jestlize Vo € (a,b) : f"(x) >0, pak f je konvexns.
Jestlize Vx € (a,b) : f'(x) <0, pak f je konkduvni.

(Bez dikazu.)

4.7. Prubéh funkce

Definice. Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v oo
(resp. —o0), jestlize
lim (f(z) — (ax 4+ b)) =0 (resp. lim (f(z) — (az +b)) = 0).

Tr— 00 r——00

L Véta 29 (tvar asymptoty). Funkce f md v oo asymptotu ax + b, prdvé kdyz

lim M:aER a lim (f(z) —az) =beR.
Tr—00 €T Tr— 00

Pri vysetient prubéhu funkce provdadime ndsledujici kroky:

1. Uréime definiéni obor a obor spojitosti funkce.

2. Zjistime pruseciky se soutadnymi osami.

3. Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicitu.

4. Dopoéitame limity v kragnich bodech definicniho oboru a v bodech mnespojitosti
(pokud existuji).

5. Spocteme pruni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokdlni a
globdlni extrémy.

6. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je f konvexni nebo konkdvni.
Uréime inflexnt body.

7. Vypocteme asymptoty funkce.

8. Nactneme graf funkce a uréime obor hodnot.

4.8. Taylortiv polynom

Tayloruv polynom piresuneme do letniho semestru, kdybyste se nemohli dockat
(nebo kdybyste presli do paralelky, kde to uz brali), miZete si pocist. (U zkousky
nebude potreba.)
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Definice. Necht f je redlnd funkce, a € R a existuje vlastni n-td derivace f v bodé
a. Pak polynom

T ) = f(a) + (@) = a) + ot O @) - a)

nazyvdme Taylorovym polynomem iadu n funkce f v bodé a.

Véta 30 (o nejlepsi aproximaci Taylorovym polynomem). Nechfa € R, f(”)(a) eR
a P je polynom stupné nejvyse n. Pak

lim = =0 P =T/
r—a (.’E — a)n

Lemma. Necht @ je polynom, a € R, st Q <n a lim,_, % =0. Pak Q =0.

Véta 31 (Taylor). Necht funkce f md vlastni (n+ 1)-nd derivaci v intervalu [a, ],
a necht ¢ je spojitd funkce v [a,x] a md vlastni derivaci v (a,x), kterd je v kaZdém
bodé tohoto intervalu riznd od nuly. Pak existuje € € (a,x) tak, Ze

b gt L0~ 6la)
f@) =T @) = T

Specielné existuje &1 € (a,x) tak, Ze

FOE© @ — o™

flx) =T (x) = ﬁf”ﬁl)(fl)(z —a)"! (Lagrangeiv tvar zbytku)

a ezistuje & € (a,x) tak, Ze

f(z) =T x) = %f("ﬂ)(ég)(x —&)"(x — a) (Cauchyiv tvar zbytku).
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