11. cviceni z MA — 6. a 7.5.

Jesté vazané extrémy

1. Najdéte extrémy funkce
(a) f(z,y,2) =ayzprox+y+z=0az?+y>+22=1.
(b) f(x,y,2) =xy+yzproz*+y* =2, y+ 2z =3, z,y,2 > 0.

2. Najdéte extrémy kvadratické funkce f(z1,...,2,) = 305 ) @i jwixj pro af +--- + x5 = 1. (Tuto tlohu
znéte z linedrni algebry, vyzkousejte si, ze Lagrangeovy multiplikdtory vedou k cili také.)

3. T¥fi rezistory o odporech R;, Ry, R3 jsou zapojeny paralelné. Jak se mezi né rozdéli proud velikosti 7,
pokud vérime tomu, Ze rozdéleni bude spliiovat I; + I + I3 = I a bude mit minimalni energii
RyI} + RoI5 + Rol3.

4. Fermattv princip k4, Ze svétlo si mezi dvéma body §iif trasou, kterd trva nejkratsi éas. Odvod'te
odsud, jak se zlomi paprsek pfi prechodu mezi dvéma prostfedimi (ptrechod je rovina). (Pro jednotnost
znaceni: rychlost svétla v puvodnim prostiedi je v, v novém w, ihel mezi kolmici k roviné pirechodu a
paprskem dopadajicim je a, paprskem zlomenym [.)

Metrické prostory

Koule v metrickych prostorech

5. Pro p € [1,00) je na R™ ddna metrika

1

po(@.y) = 2 = yllp = (21 =" + o2 = gl? + - [ — )7,

kde z = (z1,22,...24), ¥y = (Y1,Y2,- - -, Yn). Pro p = 0o je tato metrika definovdna jako
poo(@,y) = ||z — ylloo = max{lzy — 1], lz2 — wal,. .., [2n — ynl}.

Nakreslete v R? (na¢rtnéte) jednotkovou kouli se stfedem v pocatku v této metrice

(a) prop =1,
(b) pro p =2,
(c) pro p =3,
(d) pro p = oc.

(e) Jednd se o metriku pro p = 2/3?

6. Metriky p, o na prostoru P se nazyvaji ekvivalentni, pokud existuji konstanty c1, co > 0 tak, ze pro
vSechna z,y € P plati

ap(z,y) <o(z,y) < c2p(z,y) .
Ukazte, ze metriky p1, pa2, poo (na R™) z minulého prikladu jsou ekvivalentni.

7. Paiizskd metrika je metrika na R™ dand piedpisem o(x,y) = ||z — y||2, pokud z a y lezi na stejné
polopiimce vychazejici z poc¢atku a o(x,y) = ||z — 0|2 + ||0 — y||2, pokud = a y nelezi na stejné piimce
vychéazejici z pocatku.

(a) Dokazte, ze R™ s metrikou o je metricky prostor.

(b) Nakreslete (v R?) kouli s polomérem 1 a stiedem v bodé (1/2,1/2) v této metrice.

8. Necht C[0,1] zna&f mnozinu viech spojitych funkef z intervalu [0, 1] do R. Pro dvé funkece f, g € C[0,1]
zavedeme 0(f, g) = max{|f(z) — g(z)| : = € [0,1]}.

(a) Dokazte, ze (C0,1],0) je metricky prostor.

(b) Popiste jednotkovou kouli se stiedem ve funkei identickd nula v tomto prostoru.



Vlastnosti metrickych prostora

9. Pro p < 1 definujme p, analogicky jako v pfikladu 1. Dokazte, ze v takovém piipadé (R", p,) neni

metricky prostor (napiiklad alespon pro p = %)

10. Necht (X, p) je metricky prostor. Funkce o: X? — R je definovdna jako o(x,y) = min{1, p(z,y)}.
(a) Dokazte, ze (X, o) je metricky prostor.
(b) Necht (Y,0) je dalsf metricky prostor. DokaZte, ze funkce f: X — Y je spojitd jako funkce
(X, p) — (Y,0), prdvé tehdy kdyz je spojitd jako funkce (X, o) — (Y,0).
11. Necht ps je klasickd euklidovska metrika na R™ (jako v ptikladu 1) a o je pafizskd metrika.
(a) Rozhodnéte, zda je identita spojitd funkce (X, o) — (X, p2).
(b) Rozhodnéte, zda je identita spojitd funkee (X, p2) — (X, 0).
12.

(a) Rozhodnéte, zda jsou metrické prostory (0,1) a [0, 1] homeomorfn{ (s obvyklou eukl. metrikou).
(b) Rozhodnéte, zda jsou metrické prostory (0,1) a R homeomorfni.

13.

(a) Dokazte, ze Q a Q2 nejsou izometrické metrické prostory.
(b) Dokazte, ze Q a Q? jsou homeomorfni metrické prostory (t&zsf).

Kompaktnost

14. Necht F: R™ — R™ je spojitd funkce. Dokazte, ze mnozina M = {z € R" : F(z) = 0} je uzaviena
mnozina.

15. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou kompaktni:
(a) M = {(x,y) € R? : z* + y* = 2009},
(b) M = {(z,y) € R?: 2® —zy — y* = 0},
() M ={(z,y,2) e R®: 2% + ay +y? < 1}

Geometrické aplikace kompaktnosti

16.
(a) Mezi vSemi trojtihelniky s vrcholy na jednotkové kruznici najdéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.
(
(
(

Mezi vSsemi n-tihelniky s vrcholy na jednotkové kruznici najdéte ten, ktery ma nejveétsi obsah.

a)

b) Mezi vemi trojihelniky jednotkového obvodu najdéte ten, ktery mé nejvétsi obsah.

¢)

d) Mezi véemi konvexnimi n-ihelniky jednotkového obvodu najdéte ten, ktery mé nejvétsi obsah (tézsf).



