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Plan

@ vztah mezi barevnosti a maximalnim stupném (Brooksova
véta)

@ hranové barevnost (Vizingova véta)

@ pristé: vztah mezi barevnosti a klikovosti, perfektni grafy



Barevnost a maximalni stupen

Pozorovani

X(G) <A(G) +1

Dikaz indukci:
@ je-li [V(G)| < 1, tvrzeni je trivialni
@ jinak, zvol v € V (G) libovolné:
e zindukce, x(G — V)< A(G-V)+1<A(G)+1
@ sousedi v pouZivaji nejvyse A rliznych barev = v Ize
obarvit jednou z barev 1, ..., A(G) +1.




Barevnost a maximalni stupen

Pozorovani

X(G) <A(G) +1

Tento odhad nejde vylepsit bez dalSich predpokladi:
@ A(Kp)=n-—-1, x(Kp) =n
@ A(Cony1) =2, x(Cony1) =3

Existuji jiné (souvislé) protipfiklady?




Neregularni grafy

Lemma

Je-li G souvisly a ne vSechny jeho vrcholy maji stejny stupen,
pak x(G) < A(G).

Obdobné jako pfedchozi pozorovani:
@ miZeme predpokladat |V (G)| > 2; zvolme v stupné
<AG)-1
@ necht G4, ..., G jsou komponenty G — v:
@ G souvisly = Gj obsahuje u; tZ. uiv € E(G)
o degg (i) < A(G) - 1
@ je-li G; regularni, pak x(Gi) < A(Gi) + 1 = degg (ui) +1
@ neni-li regularni, pak x(Gi) < A(G;i) z indukce
o proto x(Gj) < A(G)

@ Vv |ze dobarvit jednou z barev 1, ..., A(G)




Neregularni grafy

Lemma

Je-li G souvisly a ne vSechny jeho vrcholy maji stejny stupen,
pak x(G) < A(G).

Jiny dlikaz:
@ zvolme kostru T grafu G
@ zakofenime T ve vrcholu v stupné < A(G) —1

@ barvime ,od listl“ (obracené poradi prlichodu T do
hloubky)
@ vrchol u # v ma < deg(u) — 1 predbarvenych sousedl
@ vrchol v ma deg(v) < A(G) — 1 predbarvenych sousedi
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Neregularni grafy

Lemma

Je-li G souvisly a ne vSechny jeho vrcholy maji stejny stupen,
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3-souvislé grafy

Lemma

Je-li G 3-souvisly a neni Gplny, pak x(G) < A(G).

@ zvolme u, v, w tZz. uv,vw € E(G), uw € E(G)
® T’ kostra G — {u,w} zakofenéna ve v

T =T'+{u—-v,w—v}

@ nejprve obarvime u a w stejnou barvou

@ dale jako minule:

@ U # v ma < deg(u) — 1 pfedbarvenych sousedl
@ v méa deg(v) predbarvenych sousedd, ale u a w maji
stejnou barvu
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Brooksova véta

Je-li G souvisly a neni ani tplny ani licha kruznice, pak

x(G) < A(G).

Dilkaz:
@ BUNO G je A-regularni a neni 3-souvisly
@ A > 3 (jinak G je sudy cyklus nebo cesta délky alespon 2
ax(G)=A=2)
@ uvazme nejmensSifezRv G (1 < |R| <2): G = G1 UGy,
V(Gl N Gz) =R




R| =1

Jestlize R = {v}:
@ obarvi G; a G, (nejsou A-regularni) A barvami
@ prepermutuj obarveni tz. obé pfifazuji v stejnou barvu
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R| =2

Jestlize R = {u,v}:
@ jelikoz A > 3, BUNO degg, (u) > 1adegg,(v) > 1
@ ma-li v jediného souseda v’ v G,, uvazime fez {u,v'}
misto R
® pak G; + uv a G, + uv nejsou A-regularni
@ x(G1+uv) <A, x(Ga+uv) <A
@ permutace obarveni G, + uv, aby odpovidalo obarveni
G +uv
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Shrnuti

Brooksova véta

Je-li G souvisly a neni ani tplny ani licha kruznice, pak

X(G) < A(G).

@ pravdépodobné nejde zlepSit (popsat nutné a postacujici
podminky pro x(G) < A(G) — 1):
e priklady slozitych grafl s x(G) = A(G)
@ 3-barevnost 4-regularnich grafti je NP-Uplna




Hranova barevnost — motivace

Organizujeme turnaj pro n hract, kazdy ma hrat s kazdym,
kolik potfebujeme minimalné kol?
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Hranova barevnost — motivace

Organizujeme turnaj pro n hract, kazdy ma hrat s kazdym,
kolik potfebujeme minimalné kol?

5.kolo:



Hranova barevnost

Definice

Obarveni hran je dobré, jestlize Zzadné dvé hrany incidentni se
stejnym vrcholem nemaji stejnou barvu.

Hranova barevnost x/(G) je minimalni pocet barev dobrého
hranového obarveni.

X'(Kg) <5:



Vlastnosti hranové barevnosti

@ zalezi na nasobnych hranach ... budeme uvazovat jen
jednoduché grafy
° X(G) > A(G)
@ hrany u jednoho vrcholem maji navzajem rtizné barvy
@ \(G) = x(L(G)), kde L(G) je linegraf G:
@ V(L(G)) = E(G), ef € E(L(G)) jestlize e af jsou incidentni
se stejnym vrcholem v G

<>l

@ z Brooksovy véty: x/( L(G)) < 2A(G) — 2, jestllze
A(G) >3



Vlastnosti hranové barevnosti

Hranova barevnost je blizka maximalnimu stupni:

A(G) </ (G) <2A(G) -2

Lze tento vztah vylepsit?

Vizingova véta

Libovolny graf G bez smycek a nasobnych hran spliiuje

Y (G) < A(G) + 1.




Dilkaz Vizingovy véty(1)

Indukci: necht e = xy je hrana G, predpokladame
X(G—-e)<A(G-e)+1<A(G)+1.
@ dobré obarveni ¢ : E(G —e) — {0,1,...,A} hranG — e
@ barvy u vrcholu v:

C(v) ={¢(uv) :uv € E(G)}
@ barvy nepouzité u v:
N(v) ={0,1,...,A}\ C(v)

@ deg(v) < A+ 1, proto N(v) # 0 pro kazdy vrchol v € V(G)
@ pokud N(x) N N(y) # 0, pak e obarvime barvou z
N(x) "N(y)
Co kdyZ N(x) " N(y) = 0?



Dilkaz Vizingovy véty(2)

1eN(x), 1&N(y):
@ existuje hrana yz; obarvena barvou 1
@ pokud tfeba 0 € N(z1) N N(y):

@ prebarvi yz; barvou 0
@ obarvi xy barvou 1

21 21

T Y z Y

Co kdyz N(z3) N N(y) = 0?



Dilkaz Vizingovy véty(3)

Dokud to jde, hledame yz,, ..., yzy tz:
® ¢(yz;) € N(zi_1)
@ 71, ..., Z jsou navzajem rlizné
21
y

Jestlize nejde pokracovat, pak bud’
@ chybéjici barva u z chybiiuy, nebo
@ chybéjici barva u zy je ¢(yzm) pro néjaké m < k.
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Dilkaz Vizingovy véty(3)

Dokud to jde, hledame yz,, ..., yzy tz:
® ©(yzi) € N(zi-1)
@ 71, ..., Z jsou navzajem rlizné
21
22

Z3
2

25

(o I
<7

Jestlize nejde pokracovat, pak bud’
@ chybéjici barva u z chybiiuy, nebo
@ chybéjici barva u zy je ¢(yzm) pro néjaké m < k.



Dilkaz Vizingovy véty(4)

Pokud barva c¢ chybi jak u z, tak u y:
@ prebarviyz; barvou ¢(yzj,1), prol <i <k
@ prebarvi yzy barvou c
@ obarvi xy barvou p(yz;)

21 Z1

22 22

Z3 Z3
Yy Y
24 2
x x

25 Z5

e 0



Dilkaz Vizingovy véty(5)

Pokud barva c = ©(yzq,) pro néjaké m < k chybi u z:
Pokud m > 1, pak pro zjednodu3eni:

@ odbarviyz,_1
@ prebarviyz; barvou p(yzj,11), prol <i<m-1
@ obarvi xy barvou ¢(yz;)

Z1 Z1
Z9 22
o )
Y Y
%4 2
X xr
zZ5 25
@ ® -
zZ7 <7

Proto sta¢i uvazovat m = 1.



Dilkaz Vizingovy véty(6)

Barva c = ¢(yzy) chybi u z; (a také u x). Barva d chybiuy (a
nechybi u zy).

21

22

z3

24

Uvazme stfidavou d — c cestu P ze zy: bud’

@ nekonci v x aniy, nebo
@ kondi v x, nebo
@ konCivy.



Dilkaz Vizingovy véty(7)

Barva c = ¢(yzy) chybi u z; (ataké u x). Barva d chybiuy (a
nechybi u zy). Stfidava d — ¢ cesta ze z, nekonciv x aniy.

@ prohodime barvy na P
@ d nyni chybi jak uy tak u zy
@ prebarvime jako v pfipadé (4).

21 21
Z22 22
Yy Yy
x x
Z3 Z3



Dilkaz Vizingovy véty(8)

Barva c = ¢(yzy) chybi u z; (ataké u x). Barva d chybiuy (a
nechybi u zy). Stfidava d — c cesta ze z; konci v x.

@ prohodime barvy na P
@ d nyni chybi jak ux takuy
@ hranu xy obarvime d

21 21

22 22

<3 <3

24 Z4



Dilkaz Vizingovy véty(9)

Barva c = ¢(yz1) chybi u z; (a také u x). Barva d chybiuy (a
nechybi u zy). Stfidava d — c cesta ze zx konCi v y.

@ prohodime barvy na P
@ c nynichybijakux takuy
@ hranu xy obarvime c

<1 21

22 22

24 24



Shrnuti

Vizingova véta

Libovolny graf G bez smycek a nasobnych hran spliiuje

A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

@ rozhodnout zda x'(G) = A(G) nebo x'(G) = A(G) + 1 je
tézkeé:
@ hranova 3-barevnost 3-regularnich grafdi je NP-Uplna
@ dolni hranice se nabyva pro
@ bipartitni grafy
@ rovinné 3-regularni grafy bez mostl (ekvivalentni vété o 4
barvach)




