Véta 1. Necht P je grafovd vlastnost P vyjddritelnd v MSOL a k je prirozené
c¢islo. Pak existuje algoritmus s linedrni casovou sloZitosti, ktery rozhodne zda
graf G stromové sirky nanejvys k ma vlastnost P.

Budeme potiebovat nékolik definic. Grafu G s usporadanou posloupnosti
t navzajem ruznych ,hraniénich* vrcholu vy, ..., v; budeme fikat t-znackovy
graf a budeme ho zapisovat jako Gt (v pripadé, Ze o konkrétnich hrani¢nich
vrcholech nepotfebujeme mluvit, toto oznaceni v exponentu vynechdvame).
Dva znackové grafy GV a Gy """ jsou kompatibilni, jestlize t; = t,
a funkce h tz. h(v;) = w; pro 1 < i < t; je isomorfismus podgrafu G,
a Gy indukovanych {vy,..., v, } a {wy,...,wy,}. Jsou-li GV a HWrowe
dva kompatibilni ¢-znackové grafy, pak GVt HYb*t hudiz graf vznikly
z jejich disjunktniho sjednoceni zidentifikovanim vrcholu v; a w; pro kazdé
ie{l,...,t}.

Necht Gy, G5 a H jsou kompatibilni znackové grafy a P je libovolna
grafové vlastnost. Rikdme, ze H rozlisuje G1 a Gy modulo P jestlize prave
jeden z grafi GiH a GoH mé vlastnost P. Znackové grafy Gp a Gy jsou
ekvivalentni modulo P jestlize G; a G5 jsou kompatibilni a neexistuje zadny
znackovy graf, ktery by je rozlisil modulo P, tedy jestlize pro kazdy znackovy
graf H kompatibilni s Gy je P(G1H) ekvivalentni s P(GoH). V takovém
piipadé piseme G ~p Gs.

Pozorovani 2. Relace ~p je ekvivalence.

Jako G; oznacme mnozinu vSech k-znackovych grafu pro vsechna k < t.
Ekvivalence ~p rozdéluje G; na t¥idy navzijem ekvivalentnich grafu. Je-li
téchto tiid pouze konecné mnoho, pak tikame, ze P md konecny t-index.

Véta 1 je dusledkem nésledujicich faktu:

Lemma 3. Md-li P koneény (t+ 1)-indez, pak existuje algoritmus s linedrni
casovou slozitosti, ktery rozhodne zda graf G stromové $itky nanejvys t md
vlastnost P.

Lemma 4. KaZdd vlastnost vyjadritelnd v MSOL mad konecény t-index pro
kazdé prirozené cislo t.
Zacnéme dukazem Lemma 3. Budeme potiebovat dvé pomocnéa tvrzeni.

Prvni z nich tika, Ze nahrazeni podgrafu jinym ekvivalentnim modulo P
neovlivni tridu ekvivalence modulo P celého grafu.

Lemma 5. Necht P je grafovd vlastnost. Necht G, = GoFy a Gy = GoF, kde
Go, Fi a F jsou kompatibilng znackové grafy. Necht vy, ..., v, je posloupnost
navzdjem ruznych vrcholi Gy. Jestlize Fy ~p Fy, pak Gy ~p Gyt ",



Diikaz. Vrcholy vy, ..., v, patii do spolecné casti G grafu G a Ga, a proto
indukuji stejny podgraf v G; a v Go. Znackové grafy G7"" a G5 jsou
tedy kompatibilni. Zbyva proto ukazat, ze nejdou rozlisit zadnym znackovym
grafem H. Necht G"" H m4 vlastnost P. Z definice G; mdme G H =
(GoFy)"""H = Fy(Gg" " H). Jelikoz F, je ekvivalentni s F; modulo P,
graf Gy """ H je nemuze rozlisit, a proto i Fy(Gy" """ H) ma vlastnost P.
Nicméne Fy(Gp """ H) = (GoFy)""*H = G3"""H, a H proto nerozlisi
G1 od GQ. ]

Lemma 6. Necht P je grafovd vilastnost a Gy ~p Gy. Pak Gi md vlastnost
P praveé tehdy, kdyz G5 ma vlastnost P.

Diikaz. Jelikoz G ~p Gq, grafy G7 a Gs jsou kompatibilni, a jejich znacky
proto indukuji stejny podgraf H. Z definice ekvivalence modulo P plyne, ze
H nerozlisi Gy od Gy, a tedy P(G1H) je ekvivalentni s P(GoH). Nicméné
GlH = Gl a GQH = GQ. UJ

Meéjme graf G se stromovou dekomporzici (T, f) sitky nanejvys 7. Budeme
predpokladat, ze tato dekompozice je zakorenéna a navic ze kazdy jeji uzel ma
nanejvys dva syny. Necht v je uzel T. Jako T, ozna¢me podstrom 7' tvofeny
v a jeho potomky. Jako G, oznacme podgraf G indukovany Uyey (r,) f(u)-
Jako s, ozna¢me posloupnost vrcholu v f(v) N f(z) v libovolném poradi, kde
z je otec v v T'; je-li v koten T, pak s, je prazdna posloupnost. Pak G2 je
znackovy graf patiici do G;,1. Jako C, oznaéme podgraf G indukovany f(v).

Pozorovani 7. Podgraf G, je sjednocenim podgrafi {G, : w je syn v} a
podgrafu C,. Formalné, md-li v syny wy a we, pak

Gy = [(Cimaumyau] ™.

Nyni muzZeme pristoupit k dikazu Lemma 3. Necht A, ..., A, jsou repre-
zentanti tiid ekvivalence ~p na G;, 1, tedy navzajem neekvivalentni znackové
grafy takové, ze kazdy znackovy graf G € G;,, je ekvivalentni s pravé jednim
z nich; nadefinujme p(G) = i jestlize G ~p A;. Pro G1, Gy € Gy tedy mame
G1 ~p G prave kdyz p(G1) = p(Gy).

Ozna¢me N = max!", |V (A;)|. Hodnotu p(G) pro vSechny znackové grafy
G € G; s nanejvys 2N + ¢ + 1 vrcholy (je jich az na isomorfismus koneéné
mnoho) budeme mit ,zadratovanou® v algoritmu (ve zdrojaku budeme mit
obrovskou tabulku, v niz budeme mit pro kazdy takovy graf napsané ¢islo
p(G), tyto hodnoty se tedy nepocitaji v algoritmu). Déle si pro 1 < i < n
zadratujeme, zda A; ma vlastnost P nebo ne.

Pro kazdy uzel v stromové dekompozice (T, f) si budeme poéitat hodnotu
P = p(G2). Postupujeme rekurzivné od listu, muzeme tedy predpoklddat,
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7e tuto hodnotu jiz zndme pro syny v. Necht v mé dva syny w; a wa, p,, = a
a Puw, = b. Dle Pozorovani 7 a Lemma 5 muzeme v GG, nahradit G,,, grafem
A, a Gy, grafem A, a nezménime tim jeho tiidu ekvivalence. Formélné (pro
prehlednost vynechdvame popisy hrani¢nich vrcholu):

G, = (Cva1)Gw2 =p (CvGun)Ab = (Ova)Gw1 =p (C’UAb)Aa-

Specidlné tedy p, = p(G,) = p(C,ApA,). Tuto hodnotu zndme, jelikoz
V(C,AA,)| < [V(Co)| + [V(P)| + [V(B)] < 2N + t + 1. Hodnotu p,
tedy dokazeme z p,,, a py, a podgrafu C, urcit v konstantnim case. Obdobné
fesime pripady, kdyz v ma jen jednoho syna nebo je to list.

Timto postupem tedy nakonec uréime p,, kde r je koten T'. Mame tedy
G =G, ~p A, . Dle Lemma 6 ma G vlastnost P pravé kdyz ji ma A, , coz
zjistime vyhledanim v tabulce zadratované v algoritmu. m

Pristupme nyni k diikazu Lemma 4. Necht ¢ je néjakd formule v MSOL.
Takova formule muze obsahovat volné proménné a pro tento pripad musime
rozsitit definici ekvivalence tak, aby brala do uvahy i ohodnoceni téchto
proménnych. Pro zjednoduseni znac¢eni uvazujme nasledujici variantu MSOL:

e mame pouze proménné pro mnoziny, a tyto mnoziny mohou obsahovat
jak vrcholy tak hrany.

e mame pouze logické symboly —, V a 3.
e mame nasledujici zakladni predikaty:

— v(X): je splnén, pokud mnozina X obsahuje pouze vrcholy.
— h(X): je splnén, pokud mnozina X obsahuje pouze hrany.
— s(X): je splnén, pokud |X|=1.
— e(X,Y): je splnén, pokud X i Y obsahuje pouze jeden vrchol a
tyto vrcholy jsou sousedni
— i(X,Y): je splnén pokud X obsahuje pouze jeden vrchol v, Y
pouze jednu hranu e, a v je incidentni s e.
- XCY
—X=Y
Snadno nahlédneme, ze tato formulace je ekvivalentni s jinymi béznymi de-
finicemi.
Znackovy graf G je @-ohodnoceny (pomoci o ), jestlize o(X) je podmnozina
vrcholti a hran G pro kazdou volnou proménnou X formule ¢. Necht G7" "
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a Gy jsou znackové grafy o-ohodnocené pomoci o7 a 0,. Pak Gy a
Gy jsou podobné, jestlize jsou kompatibilni a o1 a g9 se shoduji na jejich
hranic¢nich vrcholech; tedy, pro kazdou volnou proménnou X a pro kazdy
vrchol ¢i hranu a € Gi[{vy,...,v,}], je-li @ odpovidajici vrchol ¢i hrana
Go[{wy, ..., w,}], pak a € 01(X) prave kdyz a’ € o5(X). Pro takové grafy
pak definujeme ¢-ohodnoceni pro GGy tak, ze o(X) vznikne z oq(X) U
09(X) zidentifikovanim odpovidajicich si vrcholu a hran v Gi[{v1,..., vy }]
a Go[{wy, ..., we,}].

Pro ¢-ohodnocené znackové grafy definujeme ekvivalenci modulo ¢ ob-
dobné jako pro vlastnosti: G ~, G jestlize G; a G5 jsou podobné a kazdy
podobny ¢-ohodnoceny znackovy graf H spliuje G1H = ¢ pravé kdyz
GoH = . Povsimnéme si, ze pokud ¢ nemd zadné volné proménné, pak
definuje grafovou vlastnost P a G; ~, G5 je totéz co G ~p Go. Staci nam
tedy ukazat nasledujici zesileni Lemmatu 4.

Lemma 8. Necht ¢ je formule v MSOL a Gf je mnoZina viech k-znackovijch
p-ohodnocenyjch grafi pro k < t. Pak ~, md konecné mnoho trid ekvivalence

na Gf.

Lemma 8 dokazeme indukeci dle slozitosti formule, predpokladédme tedy, ze
plati pro vsechny podformule ¢ rtizné od ¢. Predevsim si pov§imnéme, ze po-
dobnost ¢-ohodnocenych znackovych grafu je ekvivalence a mé na G pouze
konecéné mnoho tiid (uréenych jednak podgrafem indukovanym na hraniénich
vrcholech, jednak restrikei ohodnoceni proménnych na tento podgraf). Staci
tedy ukazat, Ze ~, podrozdéli kazdou z téchto tiid pouze na kone¢né mnoho
¢ésti. Zafixujme si proto p-ohodnoceny znackovy graf G € G7 (s ohodno-
cenim o) a jako G C Gf si oznac¢me tiidu jemu podobnych p-ohodnocenych
znackovych graft, a ukazme, Ze ~, ma konecné mnoho tiid ekvivalence na
g.

Nejprve je nutno dokazat zaklad indukce, tedy ze tvrzeni plati pro zakladni
predikéty. Necht tedy ¢ je jedno z nasledujicich:

e v(X): >, mé na G nejvyse dveé tiidy ekvivalence. Do jedné z nich patii
grafy G € G s ohodnocenim o; takovym, ze 0;(X) obsahuje hranu;
pak G1H £~ ¢ pro libovolné H € G, proto H nerozlisi grafy v prvni
tiidé. Do druhé z nich patii grafy takové, ze o1(X) neobsahuje hranu;
pak H € G s ohodnocenim oy spliuje G1H |= ¢ pravé kdyz og(X)
neobsahuje hranu, a proto H nemuze rozlisit grafy v druhé tiide.

e h(X): je obdobné.

o 5(X): ~, méana G nejvyse tii tiidy ekvivalence: grafy G, 01 s |01(X)| =
0, s |o(X)| =1 as |o1(X)| > 1. Pro prvni tiidu plati G1H = ¢
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jestlize |og(X)| = 1 a pro tieti G1H | ¢ neplati nikdy, H tedy grafy
v ramci téchto tiid nemitze rozlisit. Pro druhou tfidu musime roze-
brat dva piipady. Jestlize o(X) (a tedy i 01(X) a og(X), z podob-
nosti) obsahuji prvek z hraniénitho podgrafu, pak G1H = ¢ pouze kdyz
log(X)| =1 (atedy 01(X) = o (X)). Jestlize o(X) prvek z hrani¢niho
podgrafu neobsahuje, pak G1H = ¢ pouze kdyz |og(X)| = 0. V obou
piipadech H nerozlisi grafy ve druhé tride.

Dale budeme postupovat rychleji a dukazy, ze prvky v popsanych ttidach
jsou skutecné navzajem ekvivalentni, nechame na ¢tenafi.

e ¢(X,Y): ~, md nasledujici tiidy:

— |ou(X)| > 1, nebo |o1(Y)| > 1, nebo o1(X) ¢ o,(Y) obsahuje
hranu, nebo o1(X) i 01(Y) obsahuji pravé jeden vrchol a tyto
vrcholy nesousedi v Gy, nebo pravé jedna ze o1(X) a o1(Y") ob-
sahuje pravé jeden vrchol v a druha z nich je prazdna a v neni v
hranié¢nim podgrafu.

— 01(X) 1 01(Y) obsahuji préavé jeden vrchol a tyto vrcholy sousedi

\ Gl.

— 01(X) = 01(Y) = 0, nebo pravé jedna ze o1(X) a 01(Y") obsahuje
pravé jeden vrchol v a druha z nich je prazdnd a v je v hrani¢nim
podgrafu.

e i(X,Y): je obdobné.

e X CY:dve tiidy — bud o1(X) C 01(Y), nebo ne.

e X =Y: dvé tiidy — bud o1(X) = 1(Y), nebo ne.

Zbyvé rozebrat logické symboly. Jestlize ¢ je =1, pak G ~, G pravé
kdyz G1 ~y Gs: kdyz H rozlisi G od G modulo 9, pak plati pravé jedno
z G1H | ¢ a GoH = 1, a tedy prave jedno z G1H = — a GoH | ).
Ekvivalence ~, a ~, tedy maji stejné tiidy, a z indukce je jich konecné
mnoho.

Necht ¢ je 11 V 1he. Z indukce méd ~,, koneéné mnoho tifd Ci, ..., Cp,
a ~,, konetné mnoho tiid Dy, ..., D, na G/ (presnéji feceno, na G, a
GY2, jelikoz ne viechny volné proménné @ musi byt volné v obou z ¥ a 1y;
snadno si ale rozmyslime, ze pridani dalSich volnych proménnych neovlivni
fakt, ze pocet tiid je kone¢ny). Tvrdime, ze je-li G1, Gy € C, N'D, pro néjaké
a a b, pak Gy ~, Gs. Stacl ukdzat, ze je zadné H nerozlis{. Necht tedy
plati napiiklad G1H E ¢. Pak G1H | 11 nebo G1H = 1; bez ijmy na
obecnosti tfeba to prvni. Jelikoz G, G € C,, mame G 2, G2 a H je tedy
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nerozlisi, a proto i GoH = ;. Tim padem GoH = 1)1 V 1y, a proto H
nerozlisi G; od G modulo ¢. Gf je proto rozlozeno na nanejvys mn mnozin
ConNDy: 1 <a<m,1<b<nvnichz jsou grafy navzajem ekvivalentni
modulo ¢, a proto ma =, pouze konecné mnoho tid ekvivalence na Gy
Nakonec uvazme piipad, ze ¢ je (3X ). Z indukce ma ~,, kone¢né mnoho
trid Cy, ..., C, ma na Q;b . Je-li S podmnozina vrcholt a hran néjakého
G1 € Gf s ohodnocenim oy, pak jako G1(S) oznaéme graf G; ohodnocenim
o1, které se shoduje se o7 na volnych proménnych ¢ a spliuje o} (X) = S.
Méme tedy G1(S) € G¢. Zadefinujme I(G}) jako mnozinu indext i takovych,
ze existuje podmnozina S vrcholu a hran Gy pro kterou G1(S) patii do C;.
Tvrdime, ze je-li 1(G1) = I(G2), pak Gy ~, Gy. Ukazme, Ze je zadny graf
H nerozlisi. Predpoklddejme proto G1H |= ¢, tedy existuje podmnozina 7'
vrcholu a hran G H takova, ze G1H s ohodnocenim X mnozinou 7' splinuje
Y. Necht Ty =T NGy aTy =TNH. Mdme tedy G1(T1)H (Ty) = 1. Necht
a je index takovy, ze G1(T1) € C,. Pak a patii do I(G,), a tedy i do I(G3). Z
definice [ tedy existuje S C Gy tak, ze Go(S) € Cq, a tedy G1(11) x4y G2(5).
Jelikoz G1(Th)H(Tw) | ¢ a H(Ty) nemuze rozlisit G1(71) od G2(S) modulo
¢, mame Go(S)H(Th) = 1. Graf GoH s ohodnocenim X mnozinou S U Ty
tedy spliuje 1, a proto GoH = ¢. Tim jsme ukazali, ze H nerozlisi G; od
G2 modulo ¢, a jelikoz jsme H zvolili libovolné, plyne z toho Gy ~, Go.
Ekvivalence ~, ma tedy nejvyse 2" tiid na G odpovidajicim vSem moznym

volbam I(Gh) C {1,...,n}. O



