Graf je k-linkovany, jestlize pro kazdych 2k navzajem ruznych vrcholu sy,
ooy Sy t1, ..., t v ném existuji navzajem vrcholové disjunktni cesty Py, ...,
Py, kde P; spojuje s; s t; proi = 1,...,k. Takovymto cestam budeme fikat
s — t-linkovdni. Nasim cilem je dokézat nasledujici vysledek.

Véta 1. Je-li G 2k-souvisly a obsahuje-li minor Ky, pak G je k-linkovany.
Pro potteby indukce budeme dokazovat nasledujici silnéjsi tvrzeni.

Véta 2. Necht G je graf, S = {s1,..., 8k, t1, ..., tx} podmnoZina jeho vrcholi
a Hy, ..., Hy navzdjem vrcholové disjunktni neprdazdné podgrafy G splnugici
ndsledugici podminky:

(a) Pro 1 <i < 4k, jestlize H; neni souvisly, pak kazdd jeho komponenta
obsahugje vrchol z S.

(b) Pro1 <i < j <4k, jestlize G neobsahuje hranu s jednim koncem ve
V(H;) a druhym ve V(H;), pak jak H; tak H; obsahuji vrchol z S.

(¢) Pro vSechny podgrafy A,B C G, jestlize G = AUB, S C V(A) a
existuje i € {1,...,4k} tz. H; C B —V(A), pak [V(A) NV (B)| > 2k.

Potom G obsahuje s — t-linkovdnd.

Véta 1 zjevné plyne z véty 2: méjme libovolné S = {sy, ..., sk, t1,...,tx} C
V(G). Z predpokladu G obsahuje minor Ky, tedy existuji disjunktni neprazdné
souvislé podgrafy Hy, ..., Hy C V(G) takové, ze mezi kazdymi dvéma z nich
vede hrana; tyto podgrafy zjevné spliuji podminky (a) a (b) véty 2. Jelikoz
G je 2k-souvisly, kazdy jeho fez ma velikost alespon 2k, a proto G splnuje i
podminku (c¢). Véta 2 tedy implikuje, ze G obsahuje s — t-linkovéni, jak jsme
pozadovali.

Pristupme nyni k dukazu véty 2. Budeme postupovat indukei, predpokladame
tedy, ze tvrzeni plati pro vSechny vlastni minory G. Uvazme nejprve piipad,
ze existuji podgrafy A, B C G ai € {1,...,4k} takové, ze G = AU B,
SCV(A),H; C B-V(A)al|V(A)NV(B)| = 2k. Polozme S" = V(A)NV(B)
a H; = H;N B pro 1 < j < 4k. Z Mengerovy véty a podminky (c) plyne,
ze existuji navzajem vrcholové disjunktni cesty Si,...,Sk, 11,...,Tx C G s
jednim koncem v S a druhym v ', kde s; je konec S; a t; je konec T} pro
1 <j < k. Konec S; v .S’ oznacme s; a konec T v S” oznacme t;..

Jelikoz S C V(A) a H; € B — V(A), vidime, ze H; je disjunktni s S a
H! = H;. Méjme libovolné j € {1,... 4k} ruzné od i. Jelikoz H; je disjunktni
s S, dle podminky (b) G obsahuje hranu e spojujici H; s H;. Tato hrana ma
jeden konec (ten v H;) obsazen v B — V(A), proto e ¢ E(A), a jelikoz



G = AU B, mdme e € E(B). Proto druhy konec e patif do BN H;, a H;
je tedy neprazdné. Ukazme, ze B s mnozinou S’ a podgrafy Hi, ..., Hj,
splnuje podminky véty 2:

(a) Méjme libovolné j € {1,...,4k}, a predpokladejme, ze H) obsahuje
komponentu F' disjunktni s S’. Pak F' je i komponenta H;: v jiném
ptipadé by H; obsahovalo hranu e s jednim koncem v V(F) C V(B) \
S"=V(B)\V(A) a druhym koncem v H; — V(B), a takovéa hrana e
by nemohla patfit ani do A ani do B. Jelikoz V(F) C V(B) \ V(A) a
S C V(A), vidime, ze F neobsahuje zadny vrchol z S. Z podminky (a)
pro G a H; tedy plyne, Ze H; je souvisly, a tedy H; = F. Pak ale i
H} = F je souvisly.

(b) Méjme libovolné rizné j,m € {1,...,4k}. Pokud H} i H;, obsahujf vr-
chol z S’ pak je podminka (b) zjevné splnéna. BUNO tedy predpokladejme,
ze H; C B—S"= B — V(A). Specidlné dle piedchoziho bodu vime, ze
H} = H; a H; tedy neobsahuje vrchol z S. Diky podmince (b) pro G,
H; a H,, proto v G existuje hrana e spojujici H; a H,,. Konec e v H;
lezi v. B — V(A), proto e € E(A) a tedy e € E(B). Hrana e tedy v B
spojuje vrchol H s vrcholem z H,, N B = H,,.

(c) Necht B = A/ UB', §" C V(A) a existuje j € {1,...,4k} tz. H; C
B —V(A). Pak G = (AUA)UB, S CV(AUA) a H C B —
V(A") = B — (V(A) UV(A"). Z podminky (c) pro G tedy mame
(V(A) U V(A)) N V(B > 2k. Jelikoz (V(A) UV (A))NV(B) =
V(AN V(B'), podgrafy A" a B" spliuji podminku (c) pro B.

Jelikoz S C A a |V(A)NV(B)| = |S], vidime, zZe existuje vrchol v € V/(A) \
V(B), a B je proto vlastni podgraf G. Z indukéniho predpokladu tedy B
obsahuje s’ — t-linkovani P/, ..., P. Polozime-li P; = S; U P; UT; pro
1<j <k, pak P, ..., P, jes—t-linkovani v G.

Zbyvé tedy piipad, kdy

(x) kazdé dva podgrafy A, B C G takové, ze G = AUB, S
existuje ¢ € {1,...,4k} tz. H; C B — V(A), splauji |V (A)
2k + 1.
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Necht e je hrana G. Jestlize oba konce e lezi v S, pak G — e spliiuje
vSechny predpoklady véty 2:

(a) Trividlné plyne z (a) pro G, pokud e neni most v H;. Pokud e je most
v H;, pak obé komponenty vzniklé odebranim e obsahuji vrchol z S.



(b) Trividlné plyne z (b) pro G, pokud e nenf jedind hrana mezi H; a H;.
Pokud e je hrana mezi H; a H;, pak H; i H; obsahuji vrchol z S.

(¢) Trividlné plyne z (c) pro G.

7 indukce G — e obsahuje s — t-linkovani, a tedy i G' obsahuje s — t-linkovani.
Muzeme proto predpokladat, ze e ma alespon jeden konec mimo S.

Jestlize e ma oba konce v V(H;) pro néjaké i € {1,...,4k}, nebo jestlize e
m4 alespon jeden konec v V(G)\ (V(Hy)U. ..UV (Hy)), pak uvazme graf G /e
vznikly kontrakef hrany e, s podgrafy H; = Hj/eproj = 1,...,4k. Vlastnosti
(a) a (b) jsou triviadlné splnéné. Necht G/e = AU B, kde S C V(A a
H! C B'—V(A’) pronéjaké m € {1,...,4k}, ajako A a B ozna¢me podgrafy
G takové, 2e G = AUB, A = AJe a B' = B/e. Pak S C V(A) a H,, C
B—V(A). Dle (x) mame |V (A)NV(B)| > 2k+1, aproto |V (A)NV(B')| > 2k.
Graf G/e tedy spliuje podminky véty 2, a z indukce proto obsahuje s — t-
linkovani. Dekontrakei hrany e dostavame s — ¢-linkovani v G.

Zbyva proto piipad, ze S je nezavisld mnozina a kazda hrana G spojuje
vrcholy v ruznych podgrafech H; a H;. Specidlné pro kazdé ¢ = 1,..., 4k,
V(H;) je nezdvisld mnozina, a z podminky (a) plyne, ze bud V(H;) C S,
nebo H; je jen jeden vrchol. Zjevné také muzeme predpokldadat, ze kazdy
vrchol G patif bud do S nebo do Hy U . ..U Hy,, jinak ho mtZeme smazat.
Z podminky (b) tedy plyne, ze G — S je klika.

Pokud existuje parovani mezi S a V(G — S), které pokryva S, pak toto
parovani spolu s hranami v klice G — S obsahuje s — t-linkovani. Jinak z
Hallovy veéty existuje S C S takova, ze vsichni sousedi S’ lezi v mnoziné
Y CV(G—-S)alY|< |5 Pak ale polozime A =G[SUY|]aB=G- 95
amame G = AUB, S CV(A) a|lV(ANV(B)| =[(S\S)UY| < 2k.
Navic |[V(A)| = |S| + Y| < 4k — 1, a tedy existuje H; disjunktni s V(A).
Podgrafy A a B jsou vsak ve sporu s podminkou (c), a tento piipad tedy
nemuze nastat.



