Opakovani

Definice 1. Necht G je graf a A,B C V(G) jsou neprdzdné disjunktni
podmnoziny jeho vrcholu. Pak

e ¢(A, B) je pocet hran v G s jednim koncem v A a druhym v B.

o d(A,B) = S5l

e (A, B) je e-reguléarni, jestlize
pro kazdé X C AaY C Btz |X|>¢|A|l a|Y]|>¢|B|.

Definice 2. Necht G je graf. Pak Vy, Vi, ..., Vi je e-reguldrni rozklad G,
jestlize

e V(G)=VoUuWU...UV,

e VNV, =0 pro kazdé 0 <i < j <k,

Vol < e[V(G)],

Vi = [Va = ... = [Vi| a

o cuistuje nejuyse ek? dvogic i,j (kde 1 < i < j < k) tz. (V;,V;) neni
e-reguldrni pdr.

Véta 1 (Regularity Lemma). Pro kazdé ¢ > 0 a m > 0 existuje M tz.
kazdy graf s alespori m wvrcholy ma e-requldrni rozklad Vo, Vi, ..., Vi, kde
m<k<M.

Removal Lemma

Pozorovani 2. Necht 1/2 >¢ >0 ad > 2. Necht A, B a C jsou disjunktni
neprazdné mmnoziny vrcholi v néjakém grafu G, |A| = |B] = |C| =t a
(A, B), (B,C) a (A,C) jsou e-requldarni pdry tz. d(A,B) > d, d(B,C) > d a
d(A,C) > d. Pak G obsahuje alespori (1 — 2¢)(d — €)*t3 trojihelniki.

Véta 3 (Removal Lemma). Pro kazdé o > 0 existuje § > 0 ang > 0 t2. kazdy
graf G s m > ng vrcholy bud obsahuje alespori dn? trojuhelniki, nebo existuge
X C E(G) velikosti nejuyse an® tz. G — X neobsahuje Zddny trojihelnik.



Erdos-Stoneova véta

Pozorovani 4. Je-li (A, B) e-reguldrni pdr a ¢ > ¢, pak (A, B) je i £'-
reqularni par.

Pozorovani 5. Necht (A, B) je e-requldrni pdr s hustotou d = d(A, B) > ¢
a|Al = |B| =t. Necht X C A aY C B spliugi |X| =1|Y| =1t > et. Pak
(X,Y) je (max(Z, tt—,)e) -requldrni par s hustotou d(X,Y) > d — €.

Pro ptirozend ¢isla x,h > 1 a redlné ¢islo d (0 < d < 1) definujme
e(x, h,d) a to(x, h, d) takto:

o =(x,1,d) =1, to(x,1,d) =1

X’

o =(x,h,d) = rnin<l de(x,h — 1,d/2))
i tO(Xa hvd) - %tO(X7 h — 17d/2)

Lemma 6. Nechf x,h > 1 jsou prirozend ¢isla a 0 < d < 1. PoloZme
e =¢e(x,h,d) aty=to(x,h,d). Necht G je graf a Ay,..., A, C V(G) jsou
disjunktni mnoziny velikosti |A1| = ... = |A,| > to tZ. (A;, A;) je e-reguldrni
pdr a d(A;, A;) > d pro 1 <i < j <x. Jestlize H je graf barevnosti nejuyse
x a |V(H)| = h, pak H je podgraf G.

Pripomenme:
Véta 7 (Turdn). Md-li graf na n vrcholech vice nez <1 — L) % hran, pak

k—1
obsahuje Ky jako podgraf.

Véta 8 (Erdds, Stone). Pro kazdy graf H barevnosti x > 2 a pro kazdé a > 0

existuje ng tZ. kazdy graf na n > ng vrcholech s alespor (1 — ﬁ + a)";

hranami obsahuje H jako podgraf.

Erdos-Burrova hypotéza

Hypotéza 1 (Erdés, Burr). Pro kazdé p > 0 existuje ¢, > 0 tZ. pro kazdé
h >0 a pro kaZdy p-degenerovany graf H s h vrcholy, kazZdé obarveni hran

uplného grafu s alespori c,n vrcholy dvéma barvami obsahuje monochroma-
tické H.

Véta 9 (Chvatal, Rodl, Szemerédi, Trotter). Pro kazdép > 0 existuje ¢, > 0
tz. pro kazdé h > 0 a pro kazdy graf H s h vrcholy a maxzimdlnim stupném
nejvyse p, kaZdé obarveni hran uplného grafu s alespori cyn vrcholy dvéma
barvami obsahuje monochromatické H .
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Pozorovani 10. Necht (A, B) je e-regquldrni pdr hustoty d v grafu G. Pak
(A, B) je e-requldrni pdr hustoty 1 — d v dopliku grafu G.

Lemma 11. Pro kazdé p > 0 existugi e > 0 a b > 0 tak, Ze plati ndsledugici.
Necht H je graf s h vrcholy a mazimdlnim stupném nejuyse p. Necht G je
graf a Ay, ..., A1 C V(G) jsou disjunkini mnoziny velikosti |A;| = ... =
|Api1] > bh t2. (A;, Aj) je e-requldrnd par a d(A;, A;) > 1/2 prol1 <i<j<
p+ 1. Pak H je podgraf G.



