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1 Vybiravost

Prirazeni seznami grafu G je funkce L, ktera kazdému vrcholu G pritadi
mnozinu barev. L-obarveni je dobré obarveni ¢ grafu G tz. p(v) € L(v)
pro kazdy vrchol v € V(G). Vybiravost x;(G) je nejmensi ptirozené ¢islo k
takové, ze G je L-obarvitelny pro kazdé prifazeni L seznamu velikosti alespon
k.

Pozorovani 1.

xi(G) = x(G)
Xi(G) <d+1 je-li G d-degenerovany
xi(Cn) = x(Cy)
Lemma 2.
Xi(Kppn) > n.

Diikaz. Necht vrcholy jsou vy,...,v, a wy, 4, Do i1,...,i, € {1,...,n}.
Vrcholu vy, piitadime seznam L(vg) = {ck1, .- ., Ckn}. Vrcholum w, pritadime
vsechny n-prvkové seznamy, které protinaji seznam kazdého z vrcholu vy, .. .,
v, v pravé jednom prvku; tedy L(wZl _____ in) = {C1i1, C2igs - - Cniiy, - Obarvime-
li vrcholy vy, ..., v, barvami ¢ ;,, ..., ¢y,,, pak nelze obarvit w;, ;. z jeho
seznamu. ]

2 Vybiravost rovinnych grafi

Lemma 3. FExistuji rovinné grafy vybiravosti alesporn 5.

Diikaz. Necht G, je nasledujici graf:



u w U

Necht Ly ,, je piitazeni seznamu tz. Li,.(21) = {1,p,5,6}, Lipa(22) =
{a,p,5,6}a Ly ,.(z3) = {1,a,5,6}. Pak pfedbarveni (u, w,v) barvami (1, p, a)
nelze rozsitit na L p ,-obarveni grafu Guy-

Necht G, je graf vznikly ze dvou kopii G, sdilejicich cestu wwwv. Necht
L, , je pritazeni seznamu odpovidajici Ly, , v jedné z kopif a L; 4, ve druhé
a Ly ,(w) = {1,a,p,q}. Pak predbarveni (u,v) barvami {1, a} nelze rozsitit
na L ,-obarveni grafu G,.

Necht G vznikne z 16 kopii G, sdilejicich vrcholy u a v. Necht L(u) =
{1,2,3,4}, L(v) = {a,b,¢,d}, a L odpovida L(i,1) pro i € {1,2,3,4} a
[ € {a,b,c,d} na 16 kopiich G,,. Pak G neni L-obarvitelny. O

Véta 4 (Thomassen). KaZdy rovinny graf je 5-vybiravy. Plati i ndsledujici
silnéjsi tvrzeni: necht G je rovinng graf, P je cesta s nejuyse dvéma vr-
choly obsaZend v hranici vnéjsi stény G, a L je pritazeni seznamau velikosti
5 vrcholum G nesousedicim s vnéjsi sténou, seznamau velikosti 3 vrcholum G
nepatricim do P a sousedicim s vnéjsi sténou, a jednoprvkovych navzdjem
ruznijch seznami vrcholum P. Pak G je L-obarvitelny.

Diikaz. Indukei dle |V (G)|. Bez ijmy na obecnosti G je souvisly. Je také
2-souvisly, jinak uvazme G = G U Go, kde G a G5 se protinaji v jednom
vrcholu v a P C (4. Z indukéniho predpokladu lze L-obarvit Gy, zménit
seznam v na jednoprvkovy dany obarvenim (G a rozsitit obarveni na Gs.
Nechf K je kruznice ohrani¢ujici vnéjsi sténu G. Lze predpokladat, ze K je
indukovand: jinak by méla chordu uv a G = G; U G5 pro vlastni podgrafy
GG1 a Gy protinajici se v hrané wv, tz. P C (1. Z indukéniho predpokladu
lze L-obarvit (G1, zménit seznamy u a v na jednoprvkové dané obarvenim (G
a rozsitit obarveni na Gy. Lze také predpokladat |V (P)| = 2, jinak muzeme
smazat barvy ze seznamu nékterého vrcholu K.

Necht V(P) = {p,q} a v je soused p v K ruzny od ¢. Necht {a,b} C
L(v)\ L(p) jsou dvé libovolné barvy. Necht L' je piitazeni seznamu tz. L' (z) =
L(z)\{a, b} pro sousedy x vrcholu v nelezici na K, a L'(x) = L(x) pro ostatni



vrcholy x. Pak G — v je L'-obarvitelny z indukéniho predpokladu a vrcholu
v lze dat barvu a nebo b jinou nez barva jeho souseda v K ruzného od p
(jelikoz K je indukovany cyklus, v ma pravé dva sousedy v K). O]

3 Nullstellensatz

Pouzijeme nésledujici zékladni tvrzeni z algebry (lze dokazat indukei dle
poctu proménnych).

Lemma 5. Necht p(xy,...,x,) je polynom v n proménngjch, v némz kazdy
vyskyt proménné x; md stupen nejvyse d; pro i € {1,...,n}, a necht S; je
mmnozina komplexnich c¢isel velikosti alespon d;+1. Jestlize p # 0, pak existuji
hodnoty sy € S1, ..., Sy € Sy 2. p(s1,...,8,) # 0.

Necht G je neorientovany graf s vrcholy {v1,...,v,} a G je jeho libovolna
orientace. Grafovy polynom Ppg je definovan jako

Pa(z1,...,2n) = H (x; — ;).

(vi,v;)EE(G)

Povsimnéme si, ze Pg(cy, ..., ¢,) # 0 pravé kdyz funkce pfifazujici vrcholiim
G barvy ¢y, ..., ¢, je dobré obarveni G.

Véta 6. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vi,...,v,} a G je jeho
libovolnd orientace. Necht di, ..., d, jsou prirozend c¢isla a L je prirazeni
seznami G t7. |L(vs)| > d; pro 1 < i < n. Jestlize se clen 29 ...z se v
polynomu Pg vyskytuje s nenulovym koeficientem, pak G je L-obarvitelny.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti |L(v;)| = d; + 1 a prvky L(v;) jsou kom-
plexni ¢isla. Zadefinujme pi(z) = [.cp,)(® —¢) pro ¢ = 1,...,n. Pak
pi(c) = 0 pro vsechna ¢ € L(v;). Necht ¢; = x4+ — p;; pak ¢ je poly-
nom stupné nejvyse d; a ¢;(c) = ¢4t pro vsechna ¢ € L(v;). Necht P je
polynom vznikly z Py opakovanou substituc ¢; za 2% proi € {1,...,n}.
Pak P(cy,...,c,) = Ps(cr, ..., ¢,) pro libovolnd ¢; € L(v1), ..., ¢, € L(vy)
a stupen proménné z; v P je nejvyse d;. Navic koeficient xfl .. a% je stejny
v P jako v Pg, jelikoz viechny ¢leny Pz maji stejny celkovy stupeil (rovny
|E(G)|) a substituce vytvaii pouze cleny menstho stupné. Proto P # 0 a

Ps(cry ... cn) = Pcr, ... ¢q) # 0 pro néjaké ¢; € L(vy), ..., ¢p € L(vy)
z Lemmatu 5. Pak obarveni vrcholu G barvami ¢, ..., ¢, je dobré L-
obarveni. O

Necht G je pevnd orientace grafu G, a necht G je orientace G, ktera se
od G lisi na praveé p hraniach. Pak definujme sgn(G’) = (—1)7.
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Pozorovani 7. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vi,...,v,} a G
je jeho libovolnd pevnd orientace. Necht Ouy....d, je mnozina vsech orientact
grafu G v nichZ v; md vstupni stupen d; pro v = 1,...,n. Koeficitent ¢lenu
x‘fl ... x% v polynomu Ps je aZ na znaménko roven

Z sgn(G).

Kazdé dveé orientace se stejnymi vstupnimi stupni se lisi obracenim hran
v néjakém Eulerovském podgrafu. Dostavame tedy nasledujici.

Dusledek 8. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vy,...,v,} a G Je
jeho libovolnd orientace tZ. v; md vstupni stuperi d; pro kaZdé i. Necht & je

mnozina viech podmnozin E(G) tvoricich Fulerovsky podgraf. Pak koeficient
4 &) polynomu Ps je aZ na znaménko roven

clenu x{" ... @
S (=il

Xe&

n

Je-li G bipartitni, pak kazdy Eulerovsky podgraf jeho orientace ma sudy
pocet hran (a néjaky takovy existuje — prazdny), proto dostavame nésledujici.

Dusledek 9. Necht G je neorientovany bipartitnd graf s vrcholy {vy, ..., v, }
a G je jeho libovolnd orientace tzZ. v; md vstupni stupen d; pro kazdé i. Pak
koeficient ¢lenu :E‘lil ... 2% v polynomu P je nenulovy, a tedy G lze L-obaruvit
pro libovolné prirazeni seznamu L tZ. |L(v;)| > d; pro kazdé i.

7 Hallovy véty snadno dostavame, ze graf mé orientaci s vstupnim stupném
nejvyse d prave kdyz kazdy podgraf H splauje |E(H)| < d|V(H)|.

Dusledek 10. Je-li G bipartitni graf a kazdy H C G spliuje |E(H)| <
d|V(H)|, pak G je (d + 1)-vybiravy.

Specialné rovinné bipartitni grafy jsou 3-vybiravé.

4 Hranova vybiravost rovinnych 3-regularnich
grafu

Necht G je rovinny 3-reguldrni a H je jeho linegraf. Orientaci H zvolme tak,
ze jsou-li ey, es, ez hrany incidentni s jednim vrcholem v pofadi po sméru
hodinovych rucicek v nakresleni G, pak (e, es), (2, e3), (es,e1) € E(H).
Znaménka budeme urcovat vuéi této orientaci.



Uvazme libovolnou orientaci H' grafu H se vstupnimi (a vystupnimi)
stupni 2. Pro v € V(G) definujme r,(H') jako orientaci H vzniklou obrécenim
orientaci hran H spojujicich hrany G incidentni s v. Pro X = {zy,...,2,,} C
V(G) definujme rx (H') jako 4, (ra, (. .74, (H') ...)). Zjevné sgn(rx(H')) =
(—=1)Xlsgn(H"). Necht G(H') je ¢dstetnd orientace G definovans nasledovné:
Pro kazdou hranu e = wwv, Jestlize hrany vychazejici ve H ze jsou inci-
dentni s v, pak e je orientovana smérem k v, jsou-li incidentni s u, pak e
je orientovana smérem k wu, jinak je hrana e neorientovana. PovSimnéme si,
ze orientované hrany G(ﬁ’ ) tvoii sjednoceni orientovanych cyklu. Jestlize
G(H’) obsahuje vrchol v incidentn{ jen s neorientovanymi hranami, necht v
je nejmensi takovy vrchol (v libovolném fixnim usporadani V(G)) a definujme
b(H") = r,(H"). Jestlize G(H') neobsahuje takovy vrchol, ale obsahuje lichy
orientovany cyklus, necht X je mnozina vrcholt takového cyklu s nejmensim
prvkem, a definujme b(H') = rX(ﬁ’) Jinak b(H') = H'. Pov§imnéme si, ze b
je involuce a jestlize b(H’) + H’, pak sgn(b(H') = —sgn(b(ﬁ’)) Necht P je
mnozina viech orientaci H' € s, o grafu H tz. vrcholy G(H ') jsou pokryty
sudymi orientovanymi cykly. Dostdavame

Z sgn(H') = Z sgn(H").

ﬁ/EOQ _____ 2 H/EP

Pro H' € P a orientovany cyklus C' v G(FI ") definujme o(C') jako pocet neo-
rientovanych hran G(H') vedoucich do neomezené stény C, a o(H') jakozto
soucet o(C') ptes vSechny orientované cykly G(H'). Pak nahlédneme, ze

sgn(H') = (—1)O(ﬁ/).

Povsimnéme si, ze o(C) je sudé (vrcholy G vné C' jsou pokryty cykly sudé
délky, jejich pocet je tedy sudy, a kontrakci C' a jeho vnittku do jednoho
vrcholu musi vzniknout graf se sudym poétem vrcholu lichého stupné). Proto
i o(H") je sudé, a mame tedy sgn(H’) = 1 pro kazdé H’' € P. Proto

Z sen(H') = |P|.

Ma-li G hranové 3-obarveni, pak P # (): Hrany barev 2 a 3 tvoif sjednocen{
sudych cyklu pokyvajicich V(G) kazdy z téchto cykli naorientujme, ¢imz
dostavame castecnou orientaci G. Pro ni existuje prave jedna orientace H' €
P tz. G(H') = G. Z Véty 6 dostavame nasledujici tvrzeni.

Disledek 11. Je-li G rovinny 3-requldrni hraf hranové barevnosti 3 a H je
jeho linegraf, pak x,(H) = 3.



Véta o 4 barvach je ekvivalentni tvrzeni, ze kazdy rovinny 3-reguldrni
hraf bez mosti mé& hranovou barevnost 3.

Dusledek 12. Je-li G rovinny 3-requldrni hraf bez mostu a H je jeho linegraf,
pak x;(H) = 3.

5 Jadra

Mnozina S C V(G) je dominugjici, jestlize N*[S] = V(G). Jddro je nezavisla
dominujici podmnozina.

Lemma 13. Necht G je graf s vrcholy {vi,...,v.} a G je jeho libovolnd
oritentace tZ. v; md vstupni stupen d; pro kazZdé i. Jestlize kazZdy indukovany
podgraf G md jadro, pak G lze L-obarvit pro libovolné pritazeni seznamai L
tz. |L(v;)| > d; pro kazdé i.

Diikaz. Indukei dle poctu vrcholu G. Necht ¢ je libovolnd barva vyskytujici
se v seznamu alespon jednoho vrcholu G. Necht Z je mnozina vrcholu G,
jejichz seznam obsahuje ¢. Nechf S je jadro G[Z]. Nechf L'(v) = L(v) \ {c}
pro kazdy vrchol v € V(G) \ S. Jestlize v; € S, pak v; ma ve G — S vstupni
stupen d; — 1 jestlize v; € Z (jelikoz S dominuje Z) a vstupni stupen nejvyse
d; jinak; proto [L'(v;)| < deg_(v;). Z indukéntho predpokladu je G — S L'-
obarvitelny, a prifadime-li barvu ¢ v§em vrcholum S, dostavame L-obarveni

G. ]

Lemma 14. Necht G je sjednocenim tranzitivné orientovanych grafu Gi a
G se stejnou mmnozZinou vrcholu. JestliZe orientace Gh je acyklickd, pak G
mda jddro.

Diikaz. Indukei dle poctu vrcholu G. Necht Z je mnozina vrcholl, které
maji v G, vstupni stupen 0. Jelikoz G je tranzitivne acyklicky orlentovany,
Z je jadro Gi. Je-li Z nezévisld mnozina v G pak Z je jadro G. Jinak
existuje hrana (u,v) € E(Gs) s u,v € Z. Z indukénfho predpokladu ma
G — v jadro S. Mdme u € N;E(S), a jelikoz u mé ve G; vstupni stupeti 0,
plati u € NgQ(S). Jelikoz orientace Gy je tranzitivni, plati tedy i v € NgQ(S),

a proto N1 (S) = V(G). Mnozina S je tedy i jadro G. O
Disledek 15. Libovolnd orientace bipartitniho grafu G md jddro.

Diikaz. Necht A a B jsou partity G. Jako G4 oznaéime hrany z A do B, jako
Gs hrany z B do A, a aplikujeme Lemma 14. m

Z Lemma 13 tedy plyne dalsi dukaz Dusledku 10.
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Dusledek 16. Necht G je bipartitni multigraf s partitami Vi a Vo a necht
H je jeho linegraf. Necht <1 a <o jsou libovolnd ¢dstecnd uspordddni E(G)
tZ. hrany incidentni se stejnym vrcholem ve V; jsou porovnatelné v <; pro
i € {1,2}. Necht H je orientace H tZ. (e1,es) € E(H) pravé kdyz e; <, es
nebo e; <9 ey. Pak H md jadro.

Véta 17 (Galvin). Je-li H linegraf bipartitniho grafu G, pak x;(H) = x(H).

Diikaz. Necht ¢ je obarveni H pomoci barev {1,...,x(H)}. Necht V; a V;
jsou partity G. Pro hrany ej,eo € E(G) incidentni se stejnym vrcholem
ve V] nadefinujme e; <; es pravé kdyz ¢(e;) < ¢(ez). Pro hrany ej, ey €
E(G) incidentni se stejnym vrcholem ve V5 nadefinujme e; <5 ey prave kdyz
w(e1) > @(eq). Jelikoz H je dobré obarveni H, hrany G incidentni se stejnym
vrcholem ve V; jsou porovnatelné v <; pro i € {1,2}. Necht H je orientace
H t7. (e1,e3) € E(ﬁ) pravé kdyz e; <1 es nebo e; <5 eo. Dle Dusledku 16
ma H jadro. Navic hrana e je vétsf v <; nez nejvyse p(e) — 1 hran, a vétsi
v <5 nez nejvyse x(H) — () hran, a tedy H ma vstupn{ stupné nejvyse
X(H) — 1. Tvrzeni tedy plati dle Lemma 13. O

Poznédmka: Je hypotéza, ze toto plati pro libovolné linegrafy, ¢i dokonce
pro libovolné sparuprosté grafy.

Poznamka: x(H) = A(G), jelikoz z Hallovy véty G mé parovani pokryvajici
vrcholy stupné A(G) a opakovanym odebiranim takového parovani lze ziskat
hranové A(G)-obarveni.



