KAG1 cviceni X

Ukol 4-1: Rozhodnéte a dokazte jak se zméni hranova a vrcholova souvislot
grafu pokud kontrahujeme jednu z jeho hran. Tedy rozhodnéte zda miuze zistat
stejnd, klesnou, vzrust, a zaroven jestli o 1 nebo o libovolnou hodnotu.

(Pro konzistenci uvazme pouze prosté grafy a kontrakce hran které nejsou
soucast trojuhelniku. Pokud ovSem opravdu chcete, muzete dokazovat i variantu
se zachovavanim ndsobnych hran a smycek. )

Reseni:

Necht G je k-souvisly a H je ziskany z G kontrakei hrany e.

U obou souvislosti si vSimneme, ze pokud uvazime G jako libovolné velkou kliku
s pridanym listem, jehoz hranu kontrahujeme, potom obé souvislosti jsou 1 v
@G, ale libovolné vysoké v H.

Nejprve analyzujeme mozné poklesy hranové souvilosti z pohledu cest. Uvazme
libovolnou dvojici vrcholt u,v z G. Mezi u, v existuje k cest. Uvazime vSechny
polohy e vuéi témto cestdm. Pokud e ma nejvySe jeden konec incidentni s
néjakou konkrétni cestou P, kontrakei e se P nezméni (ostatni hrany jsou za-
chovény). Pokud mé e oba konce na néjaké cesté P, potom e budto je hranou
P nebo pouze spojuje dva vrcholy P. V prvnim pfipadé se kontrakci hrany
cesta typicky zkrati, ale zustdvé neporusena; specidlnim piipadem je kdyz e
spojuje pfimo u a v, v tomto piipadé vSechny cesty zanikaji, ale s nimi i péar
u,v. Poslednim pfipadem je pokud e mé oba konce incidentni s P, ale neni
hranou P; v tomto piipadé se z cesty stava sled, ktery lze ale zkratit na novou
cestu. V zadném z piipadi (kdy u,v jsou zachovany) tedy zadnd konkrétni
cesta P neni zcela poruSena, nedostavame tedy nikdy u,v s mensim poctem
cest, hranova souvislost neklesa.

Poznamenejme, ze zde predpoklddame, ze zadna jind hrana nezanika kontrakei
e. Pokud bychom kontrahovali hrany, které jsou souc¢ésti trojihelniku, museli
bychom zachovavat multihrany. V tomto pohledu muzeme i argumentovat, ze
cesta je vlastné posloupnost hran spliujici néjaké vlastnosti ("ndvaznost”) s
danymi koncovymi vrcholy. V tomto pohledu cestu ovlivni pouze naruseni ex-
istence néjaké hrany nebo koncovych vrcholi, coz odpovida piipadum vyse.
Vrcholova souvislost se analyzuje podobné, tentokrat vSsak nemuze byt jeden
konec hrany soucasné incidentni s vnitinimi vrcholy vice cest. Stejné jako v
predchozim piipadé, zddnd individudln{ cesta neni zrusena (vnitini vrcholova
disjunktnost implikuje hranovou, plati tedy zavér z predchoziho piipadu). Zbyva
jediny pripad, kdy je narusena vrcholova disjunktnost, tedy kdyz dvé cesty
zacnou sdilet vnitin{ vrchol. To je pravé pripad kdy kazdy konec e je incidentni
s vnitinim vrcholem jiné cesty. V tomto piipadé pocet cest klesd o 1, a protoze
e muze byt takto incidentni pouze se dvéma cestami, a jednu z cest muzeme
vzdy zachovat (dle zavéru vyse), souvislost klesd néjvyse o 1.

Nyni zkusme stejnou analyzu poklesu souvislosti z pohledu fezli. Oznacéme
e = zy a w vrchol do kterého se z,y kontrahuji.

Nejprve hranova souvislost. Méjme R miniméaln{ hranovy fez H, a interpre-
tujme ho jako elementarni fez rozdélenim mnoziny vrcholi na A, B. Stejné
rozdélen{ vrcholu A’, B’ miizeme aplikovat na G (kde x,y déd{ piislusnost w).
Nahlédneme, Ze se jednd o fez protoze A’, B’ # (). Ukdzeme, Ze pro indukovany
hranovy fez R’ v G plati |R’'| < |R)|, z ¢ehoz plyne, Ze G obsahuje fez nejvyse
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velikosti minimélniho fezu H a tedy H je alespon tak souvisly jako G. Kazdé z
hrana f v R’ spojuje vrchol z A’ a vrchol z B’. Pokud f # e, potom f existuje i
v H a spojuje vrchol z A s vrcholem z B a tedy f € R. Pokud f = e dostdvame
spor, protoze x a y lezi na stejné strané elementarniho fezu v G. Tedy kazdé
hrana v R jeiv R, a tvrzeni je dokdzéno.

Nyni vrcholovéd souvislost. Méjme R minimalni vrcholovy fez H. Vrcholy H
muzeme rozdélit na tfi mnoziny, A, B, R kde A indukuje komponentu G—R, a B
jsou zbyvajici vrcholy (ty mohou a nemusi tvofit komponentu). Specidlné pouze
vrcholy v R maji hrany do A i do B. Uvazme dekontrakci e, ¢imz ziskdme G, a
jeho vrcholy kromé z, y méme rozdélené do mnozin A’, B’, R’ jako vyse. Pokud
w je vrchol A, potom je incidentni pouze s vrcholy z A a R. Po dekontrakci
mame z,y incidentni pouze s vrholy z A’ a R/, neboli R’ je vrcholovy fez G
oddélujici A’ a B’. Analogicky pro B. Pokud w je vrchol z R, dostdvame z a
y z nichz alespon jeden je incidentni s A’ a alespon jeden s B’. Pokud jeden z
x,y (bino ) nenf incidentni s obéma A’ i B’ (btno neincidentni s B’), muzeme
ho prifadit do mnoziny A’, a y prifadit do R’. Mnozina R’ je vrcholovy fez G,
velikosti |R|. Pokud jsou oba x,y incidentn{ s A’ i B’, pfifadime oba do R, R’ je
vrcholovy fez v G a velikost R’ je |R|+1. Dostavame, ze G mé vzdy fez velikosti
maximélné |R| + 1 a tedy vrcholovd souvislost H je maximalné o 1 mensi nez
vrcholova souvislost G. Snadno najdeme ptiklad, kde vrcholu minimalntho fezu
indukuji néjakou hranu, ukazujici Ze souvislost skuteéné muze klesnout o 1.
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Ukol 4-2: Dokazte, ze ve vrcholové k-souvislém grafu pro kazdou k-tici vrchola
S existuje kruznice obsahujici vsechny vrcholy z S.

Vhodnou metodou dukazu je indukce dle poétu vrcholu v S.

Silna Mengerova véta:

Graf G je vrcholové (hranové) k-souvisly praveé tehdy kdyz pro kazdé A, B C
V(G) takové, ze |A|,|B| > k existuje k vrcholové (hranové) disjunktnich cest
spojujicich disjunktni pary vrcholu z A x B.

Reseni:

Vyuzijeme silnou Mengerovu vétu a budeme postupovat indukei dle velikosti .S.
Jako zéklad indukce, pokud |S| = 2 a k > 2, ze standardni Mengerovy véty
umime najit kruznici obsahujici oba vrcholy S. Poznamenejme, ze pro k = 1
tvrzeni neplati pokud nepovazujeme samostatny vrchol za kruznici délky 0 - to
se muze zdat jako podvod, ale indukce bude fungovat i z tohoto zakladu, pokud
ji formulujeme malicko opatrnéji.

V indukénim kroku chceme dokézat, ze pokud G je (alespon) k-souvisly, |S| = k
a existuje kruznice C obsahujici alesponn k — 1 vrcholu z S, potom existuje C’
obsahujici vsechny vrcholy z C.

Oznacime z vrchol z S, ktery neni na C, pokud takovy neexistuje, mame ho-
tovo. Predpokladejme nejprve, ze |C| > k. Z jedné z variant Mengerovy véty
odvodime (viz nize), ze mezi C' a x existuje k cest, které jsou vrcholové dis-
junktni vyjma z (tedy specidlné disjunktni i na C'). Kruznici C' si rozdélime na
useky (cesty) mezi konci najitych Cz-cest. Téchto useku je k, a tedy minimdalné
jeden tsek je vnitiné disjunktni s S. Tento usek C' nahradime dvojici cest do x
konéici na jeho okrajich. Ziskdvdme hledané C”.

V piipadé, ze |C| = k — 1, muZeme najit pouze k — 1 cest mezi C a x. Ale
v tomto piipadé muzeme nahradit libovolny tsek, protoze vSechny tseky jsou
pouze hrany (a tedy bez vnitinich vrcholi).

Jak tedy odvodime existenci cest? Muzeme aplikovat silnou Mengerovu vétu
na C a N(z) (sousedstvi z). Ze souvislosti |[N(z)| > k a tedy pokud |C| > k,
dostdvame k vrcholove (zcela) disjunktnich cest spojujicich vrcholy z C's vrcholy
v N(z). Kazdou cestu muzeme protdhnout do x a ziskdme hledané cesty. Pokud
|C| =k — 1, dostavame prave k — 1 cest.

Alternativné muzeme postupovat piimo ze standardni Mengerovy véty. Priddme
novy vrchol s a napojime ho hranami na vSechny vrcholy C. Predpokladejme, ze
vznikly graf je stale k-souvisly. Potom existuje k vnitiné vrcholové disjunktnich
sx-cest. Jejich zkracenim o s dostavame hledané cesty mezi « a riznymi vrcholy
C. Zbyva tedy argumentovat, ze graf G + s je stdle k-souvisly. To argumentu-
jeme tak, ze (az na jedinou vyjimku) kazdy vrcholovy fez G + s je vrcholovym
fezem G (az na odebrani s z fezu), a tedy G nemuze byt vice souvisly nez
G + s. Vyjimkou je ez, ktery na jedné strané obsahuje pouze s, ten prirozené
neni fezem v G. Velikost tohoto fezu je |C| a tedy pokud |C| > k, G + s je
minimélné k-souvisly, v opa¢ném piipadé je |C|-souvisly - coz ndm v piipadé
kdy |C| =k — 1 staci.

Uvedeme si jesté postup bez Mengeroy véty, ktery vypada ”primocateji”, ale
uvidime na ném co vse je tfeba oSetfovat pokud si nepomuzeme zpravnou vol-
bou varianty Mengerovy véty. Opét z indukéniho predpokladu predpokldadame
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existenci kruznici C' obsahujici k — 1 vrcholu z S — {«}, a vrcholu z, ktery na
C nelezi. Vybereme libovolné dva vrcholy a a b z S — {z} mezi kterymi na C
nelezi zadny jiny. Mezi a a x existuje k vnitiné vrcholové disjunktnich cest.
Vsechny cesty zkratime na cesty z a do prvniho pruniku cesty s C. Mame
dva piipady, budto nalezené cesty protinaji C' v k ruznych vrcholech, nebo se
alesponi dvé protinaji s C' pravé v a. Poznamenejme, ze z disjunktnosti muze
byt vice pruniku skutecné pouze v a. V piipadé, ze mame k ruznych pruniku,
uvazime segmenty na které je kruznice rozdélena a jako v prvnim dukazu na-
jdeme segment, ktery uvniti neobsahuje vrcholy z S, a muzeme tento segment
nahradit dvéma cestami mezi konci segmentu a a.

Pokud mame dvojici cest protinajici C pouze v a, opakujeme stejny postup pro
vrchol b. Muzeme predpokladat, ze tedy mame dvé cesty pi,p2 mezi x a a a
dvé cesty q1,q2 mezi x a b, ty jsou disjunktni s C, v péarech, ale nejsou nutné
disjunktni napti¢ pary. Pokud tfeba p; a g1 jsou vnitiné disjunktni, dokonc¢ime
kruznici jako v pfedchozim ptipadé. Predpokladejme tedy, Ze nejsou.

Cestu p; zkratime do prvniho pruniku w (ve sméru od b) s néjakou z cest p1, pa
(btino ps). Spojeni zkriceného tseku ¢; a zbytku ps z w do z je cesta disjunktn{
od C'ipy. Spole¢né s p; a zbytkem C' bez segmentu mezi a a b tedy tvoii kruznici
obsahujici S.
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Ukol 4-3: Ukazte, ze v 3-regularnim grafu jsou hranova a vrcholova souvislost
vzdy stejné.

Reseni:

Z vlastnosti souvislosti vime, ze hranové souvislost je vzdy alespon stejné vysoka
jako vrcholova, staci tedy dokazat, platnost opacné rovnosti. Protoze obé sou-
vislosti jsou nejvyse 3, a pokud je jedna 0, potom jsou obé 0, sta¢i ukazar rovnost
v pifpadech kdy jedna ze souvislosti je 1 a 2 (pfipad 3 je potom uz implikovan).
Ozna¢me S miniméln{ vrcholovy fez v G. Chceme ukazat, ze existuje hranovy
fez F nejvyse stejné velikosti. Oznacme A, B dvé komponenty G — S (nemusi
to byt jediné dvé komponenty). Kazdy vrchol v z S m4 alespon jednu hranu do
Aido B - kdyby nemél, muzeme ho odstranit z S a S bude stale fez oddélujici
A od B (kazd4 cesta mezi A B musi prochézet S, ale nemuze prochdzet pouze
v). Naopak tedy kazdy vrchol mé nejvyse jednu hranu vedouci do A nebo do
B.

Nyni{ muzeme vyuzit toho, ze sta¢i{ vytesit pripady kdy |S| < 2. Pokud S =
{v}, potom v je incidentn{ s mostem a hranovd souvislost je tedy 1. Pokud
S = {v,w}, chceme analogicky od kazdého vrcholu odebrat hranu, kterd ho
odfizne od A nebo B. Pokud v a w nejsou spojeny hranou, muzeme toto provést
nezdvisle jako u jednoho vrcholu. Pokud ale jsou spojené hranou (a tedy maji
oba jednu hranu do A i do B), musime do F vzit bud obé hrany do A nebo obé
hrany do B.

Pokud bychom v argumentu uvazovali vSechny komponenty G — S - potencidlné
t¥i, potom musime analogicky systematicky odfezavat jenom jednu komponentu
u vSech vrcholu fezu, protoze kazdy bude spojeny s kazdou komponentou jedinou
hranou. Pokud v piipadé kde |S| je 2 nebo 3 vezmeme od kazdéh vrcholu fezu
hranu do jiné komponenty, graf zustava souvisly.

Jiny dukaz muzeme vést tak, ze ukdzeme, ze hranové disjunktni cesty v 3-
regularnim grafu jsou vzdy i vnitiné vrcholové disjunktni. Pro spor sta¢i uvéazit
vrchol ktery nalezi dvojici hranové disjunktnich cest, a je pro obé cest vnitini.
Tento vrchol musi byt incidentni se ¢tyfmi ruzymi hranami, coz se spor s 3-
regularitou. Tim dostavame, ze hranova souvislost implikuje alespon stejné
vysokou hranovou souvislost, a spolec¢né s trivialnim opac¢nym vztahem dostavame
rovnost.
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