
KAG1 cvičeńı X

Úkol 3-1: Z axiomů KPR ukažte následuj́ıćı

• (∀p1, p2, p3 ∈ P)(∃x ∈ X ) x /∈ p1 ∪ p2 ∪ p3 pokud uvažovaná KPR neńı
Fanova rovina

• (∀x ∈ X )(∃p1, p2, p3 ∈ P) x /∈ p1 ∪ p2 ∪ p3 kde p1, p2, p3 jsou vzájemně
r̊uzné př́ımky

Kde X je množina bod̊u a P je množina př́ımek
Řešeńı: (př́ıklady možných př́ıstup̊u)
V prvńım př́ıpadě uváž́ıme čtveřici bod̊u C garantovanou axiomem (A3). Pokud
některý z těchto bod̊u neńı na žádné z př́ımek, máme hotovo. V opačném
př́ıpadě uváž́ıme dvojici D = {y, z} bod̊u z C, která nepatř́ı žádné ze zadaných
př́ımek (dvojic na C je 6, pouze 3 mohou být zabrané př́ımkami) a vezmeme
př́ımku p procházej́ıćı D. Z volby D, y a z jsou každý incidentńı s alespoň
jednou ze zadaných př́ımek pi (ale nemohou být incidentńı se žádnou oba).
Př́ımka p je tedy se tedy s dvěma z př́ımek (búno p1, p2) prot́ıná v bodech y a
z. Protože uvažovaná KPR neńı Fanova rovina, obsahuje p minimálně dva daľśı
body. Jeden z nich může ležet na p3, ale jeden už je nutně hledaný bod.
V postupu výše můžeme stejně tak zvolit y, z jako libovolné dva body na p1 a
p2 které jsou r̊uzné od p1 ∩ p2, p1 ∩ p3 a p2 ∩ p3. Protože každá př́ımka obsahuje
minimálně 4 body, na každé je minimálně jeden vhodný bod.
Můžeme také dokázat prostě poč́ıtáńım. Vı́me, že KPR obsahuje právě n2+n+1
bod̊u, z nichž p1∪p2∪p3 obsahuje nejvýše 3n+ 1 bod̊u (3n pokud př́ımky tvoř́ı
trojúhelńık a 3n+ 1 pokud se prot́ınaj́ı v jediném společném pr̊uniku). Existuje
tedy alespoň n2−2n nepokrytých vrchol̊u, což je nenulové množstv́ı pro všechny
řády větš́ı než 2.
V druhém př́ıpadě uváž́ıme opět čtveřici C bod̊u garantovanou axiomem (A3).
V C existuj́ı dva body y, z r̊uzné od x. Každý bod je incidentńı s n + 1 ≥ 3
př́ımkami. Body y a z jsou dohromady incidnent́ı s alespoň pěti př́ımkami (jedna
př́ımka je incidentńı s oběma). Nejvýše dvě z těchto př́ımek obsahuj́ı x (jedna
z př́ımek procházej́ıćıch y a jedna procházej́ıćı z, může se jednat o tu samou
př́ımku pokud je to společná př́ımka). Zbývaj́ı tedy alespoň tři př́ıky incidentńı
s y a nebo z, které neobsahuj́ı x.
Argument je jednodušš́ı pro řád alespoň 3, kde stač́ı uvážit svazek př́ımek kolem
jednoho vrcholu r̊uzného od x, ty jsou alespoň 4 a nejvýše jedna z nich je
incidentńı s x. Fanovu roviu můžeme vyřešit zvlášť.
Alternativně můžeme opět poč́ıtat. Bod x je incidentńı s n+1 př́ımkami. Celkem
KPR obsahuje n2 + n + 1 př́ımek, máme tedy n2 ≥ 4 př́ımek neobsahuj́ıćıch x.
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Úkol 3-2: Chceme zkonstruovat n − 1 vzájemně ortogonálńıch latinských
čtverc̊u řádu n pro nějaké n alespoň 4. Načrtněte takovou konstrukci a explicitně
sestavte tři takové čtverce (které lze zaručeně doplnit na plný počet čtverc̊u
pokud nejsou všechny). Nechceme řešit hrubou silou.
Řešeńı:
Čtverce sestav́ıme pomoćı KPR stejného řádu. Pro úplnost si projděme teorii
proč něco takového lze udělat.
Obecně postup vypadá následovně. Zafixujeme jednu př́ımku p, a dva jej́ı
body x, y, ostatńı body označ́ıme jako a, b, c, . . . . Označme si svazky př́ımek
procházej́ıćı jednotlivými body (vyjma p) jako X,Y,A,B,C, . . . , resp. Svazky
X a Y budou tvořit mř́ıžku čtverce, př́ımky v obou svazćıch libovolně oč́ıslujeme
a asociujeme s řádky/sloupci př́ıslušného indexu. Body ve kterých se př́ımky z X
prot́ınaj́ı s př́ımkami z Y odpov́ıdaj́ı jednotlivým pozićım čtverce. Na obrázku
výše máme KPR řádu 3 znázorněnou jako mř́ıžku, př́ımka p je napravo, jej́ı
body shora dol̊u odpov́ıdaj́ı a, x, b, y.
Z každéhoho svazku A,B,C, . . . nyńı extrahujeme jeden čtverec. Vezměme
např. svazek A. Př́ımky opět libovolně oč́ıslujeme, a každému poĺıčku ve čtverci
přǐrad́ıme č́ıslo př́ımky, která obsahuje bod asociovaný s daným poĺıčkem. Proč
je takto vyplněný čtverec latinský? Fixńı př́ımka q ze svazku A prot́ıná každou
z př́ımek ze svazk̊u X,Y právě jednou, a to právě v mř́ıžce (mimo p). Každé
č́ıslo se tedy objev́ı v právě jednom sloupci a právě jednom řádku. Nav́ıc dvě
př́ımky q1, q2 ze stejného svazku se nemohou ve mř́ıžcece protnout, protože již
sd́ıĺı bod na p, vyplněńı poĺı je tedy takto dobře definováno.
Zbývá nahlédnout, že čtverce definované A a B jsou ortogonálńı. Ortogonalita
by byla narušena, pokud by se stejný (uspořádaný) pár č́ısel sešel na dvou
pozićıch. To by ale znamenalo, že př́ıslušné př́ımky z A a B obsahuj́ı oba body
asociované s daným polem, což je spor.
Abychom mohli postup aplikovat, potřebujeme konkrétńı KPR. Vězměme tedy
třeba KRP źıskanou pomoćı kostrukce z modulárńıho tělesa F7. Každá př́ımka
je zde asociovaná s dvojićı a, b ∈ F7∪{?} a jej́ı body jsou dvojice (x, y) splňuj́ıćı
vztah ax + b = y (vše v tělese F7), resp. x = b pro př́ımky s nekončným /
’vertikálńım’ sklonem (a = ?). Pro úplnou definici KPR muśıme ještě doplnit
body v nekonečnu odpov́ıdaj́ıćı pr̊useč́ık̊um všem sklon̊um ′a′, a speciálńı př́ımku
p procházej́ıćı všemi body v nekonečku. Poznamenejme, že každý sklon (hodnota
a) představuje jeden svazek, kde svazek X je definovaný př́ımkami s a = 0 a Y
je definovaný př́ımkami s a = ? (rovnost́ı x = b). Jako svazek A si vezměme
př́ımky se sklonem 1. Pro hodnoty b ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} dostáváme př́ımky
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{(0, 0), (1, 1), (2, 2), . . . }, {(0, 1), (1, 2), (2, 3), . . . }, . . . .
Postup můžeme interpretovat algebraicky i jinak. Pomoćı př́ımek se sklonem a
definujeme a-tý čtverec. Na př́ımce pa,b lež́ı body (x, y) splňuj́ıćı ax + b = y, a
ty dostanou v a-tém čtverci hodnotu b. Naopak se tedy můžeme zeptat, jaká
je hodnota b pro danou souřadnici x, y a čtverec s indexem a? Algebraickou
eliminaćı b dostáváme, že b = ax− y (v tělese F7).
Celý čtverec ”1” je vlevo nahoře (čtverec reprezentujeme jako 1. kvadrant, tedy
(0, 0) vlevo dole). Daľśı čtverce zkonstruujeme obdobně.

1 2 3 4 5 6 0
2 3 4 5 6 0 1
3 4 5 6 0 1 2
4 5 6 0 1 2 3
5 6 0 1 2 3 4
6 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 6

6 0 1 2 3 4 5
5 6 0 1 2 3 4
4 5 6 0 1 2 3
3 4 5 6 0 1 2
2 3 4 5 6 0 1
1 2 3 4 5 6 0
0 1 2 3 4 5 6

4 5 6 0 1 2 3
1 2 3 4 5 6 0
5 6 0 1 2 3 4
2 3 4 5 6 0 1
6 0 1 2 3 4 5
3 4 5 6 0 1 2
0 1 2 3 4 5 6

5 6 0 1 2 3 4
3 4 5 6 0 1 2
1 2 3 4 5 6 0
6 0 1 2 3 4 5
4 5 6 0 1 2 3
2 3 4 5 6 0 1
0 1 2 3 4 5 6

Můžeme si všimnout, že čtverce z moduláńıch KPR maj́ı hezkou strukturu,
každý sloupec/řádek je cyklický posun předchoźıho sloupce/řádku o fixńı počet
pozic (posun je jiný pro každý čtverec a odpov́ıdá sklonu př́ımek). Přirozeně,
KPR vzniklé z modulárńıch aritmetik jsou speciálńı podtř́ıda KPR, čtverce defi-
nované ostatńımi KPR takovou strukturu nemaj́ı. Jako př́ıklad uveďme jeden z
NOLČ źıskaný z KPR řádu 4, kde výběrem reprezentace lze uspořádat sloupce
jako cyklické posuny jednoho vzoru, ale tyto posuny nejsou pravidelné, a řádky
už jednotnou strukturu nemaj́ı.

3 0 2 1
2 3 1 0
1 2 0 3
0 1 3 2

KPR tohoto řádu zkonstruujeme stejným algebraickým předpisem, ale mı́sto
prvk̊u {0, 1, 2, 3} použijeme prvky {0, 1, x, 1+x} představuj́ıćı F2

2 jako polynomy
stupně nejvýše 1. Sč́ıtáńı funguje jako u standardńıch polynomů, násobeńı také,
ale výsledky jsou moduleny nějakým polynomem stupně 2 ireducibilńım nad
tělesem F2, v tomto tělese existuje jediný, x2 + x + 1.
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Úkol 3-3: Prvńı dva axiomy KPR, (A1) a (A2), hovoř́ı o právě jedné př́ımce
(”= 1”), a právě jednom bodě (”= 1”).
Uvažte všechny možnosti uvolněńı jednoho nebo obou axiomů na nerovnosti (”≤
1” a ”≥ 1”). Pro každou možnost ukažte, že po př́ıslušné změně axiomů stále
dostáváme právě KPR, nebo ukažte protipř́ıklad. Existuje celkem 8 možnost́ı
jak axiomy uvolnit, některé kombinace lze vyřešit dohromady.
Řešeńı:
Uvažme nejprve uvolněńı axiomů na ”nejvýše jeden”.
Pro (≤A2) dostáváme mimo jiného vlastnosti klasické geometrie. Jako konkrétńı
př́ıklad můžeme vźıt 4 vrcholy čtverce, a 6 př́ımek tvoř́ıćıch jeho strany a di-
agonály. Protože protipř́ıklad splňuje (A3) a (A1) dokonce rovnost́ı, funguje i
pro jakékoliv současné uvolněńı (A1).
Pro (≤A1) můžeme třeba vźıt nějakou KPR a vhodně z ńı ubrat př́ımky,
třeba všechny př́ımky procházej́ıćı jedńım bodem. Jako v́ıce konkrétńı př́ıklad
můžeme vźıt třeba opět 4 body, na třech vybudovat trojúhelńık třemi př́ımkami,
a jeden bod nechat zcela bez př́ımek. Nebo jako v́ıce extrémńı př́ıklad můžeme
mı́t libovolnou množinu (alespoň čtyř) bod̊u, zcela bez př́ımek. Opět všechny
protipř́ıklady funguj́ı pro jakékoliv současné uvolněńı (A2).

Uvažme současné uvolněńı obou axiomů nahoru (≥A1)+(≥A2).
Jako protipř́ıklad poslouž́ı třeba KPR, ve které všechny př́ımky zdvoj́ıme. Každé
dva body definuj́ı př́ımku (dokonce několik), a každé dvě př́ımky se prot́ınaj́ı -
pokud vznikly z r̊uzných př́ımek KPR, potom v jednom bodě, pokud se jedná
o kopie té samé př́ımky, potom ve všech bodech.
Neĺıb́ı-li se nám uvažovat multimnožinový systém př́ımek, můžeme do Fanovy
roviny např́ıklad přidat př́ımku q na čtyřech bodech, která je nadmnožina jiné
př́ımky p (q = p∪{x} pro bod x, x /∈ p). Nahlédneme, že axiom (A3) je splněn.
Obecně v KPR můžeme uvážit libovolný bod, dvě př́ımky j́ım procházej́ıćı,
a vźıt dva jiné body z každé př́ımky - tato čtveřice bude splňovat (A3), jak
jsme vypozorovali na cvičeńı. Uvažme tedy čtveřici C źıskanou jako ostatńı
body dvou př́ımek procházej́ıćıch x. Ve Fanově rovině C splňuje (A3), v novém
systému může (A3) porušit pouze q, ale C∩q = C∩p a tento pr̊unik má nejvýše
dva body.

Zbývá pouze uvážit uvolněńı jednoho z axiomů na ”alespoň 1”.
(≥A1) : Uvažme dvojici bod̊u x, y, které dávaj́ı dvě př́ımky p, q. Potom ale
p ∩ q ⊃ {x, y}, a tedy axiom (A2) je porušen, což je spor. Axiom (A1) tedy
plat́ı s rovnost́ı a dostáváme p̊uvodńı axiomy KPR.
(≥A2) : Také muśı dávat právě KPR, což plyne z předchoźıho dualitou. Pokud
dokazujeme př́ımo, argument je skoro totožný.
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