KAG1 cviceni X

Ukol 3-1: Z axiomi KPR ukaizte nasledujici

o (Vp1,p2,p3 € P)(3z € X) x ¢ p1 Ups Ups pokud uvazovand KPR neni
Fanova rovina

o (Vx € X)(3p1,p2,p3 € P) x & p1 Upz Ups kde py,p2, p3 jsou vzajemné
ruzné piimky

Kde X je mnozina bodu a P je mnozina piimek

Reseni: (piiklady moznych pifstupi)

V prvnim piipadé uvdzime ¢tverici bodu C' garantovanou axiomem (A3). Pokud
néktery z téchto bodi neni na ziddné z piimek, mdame hotovo. V opaéném
piipadé uvdzime dvojici D = {y, z} bodu z C, kterd nepatii zddné ze zadanych
pifmek (dvojic na C je 6, pouze 3 mohou byt zabrané pifmkami) a vezmeme
ptimku p prochézejici D. Z volby D, y a z jsou kazdy incidentni s alespon
jednou ze zadanych pifmek p; (ale nemohou byt incidentni se ziddnou oba).
Piimka p je tedy se tedy s dvéma z piimek (btino pi,p2) protind v bodech y a
z. Protoze uvazovand KPR neni Fanova rovina, obsahuje p minimalné dva dalsi
body. Jeden z nich muze lezet na ps, ale jeden uz je nutné hledany bod.

V postupu vySe muzeme stejné tak zvolit y, z jako libovolné dva body na p; a
p2 které jsou rizné od p; Nps, p1 Nps a pa N ps. Protoze kazda primka obsahuje
minimalné 4 body, na kazdé je minimélné jeden vhodny bod.

Mizeme také dokézat prosté pocitdnim. Vime, ze KPR obsahuje praveé n?+n+1
bodt, z nichz p; Ups Ups obsahuje nejvyse 3n+ 1 bodu (3n pokud pifmky tvoii
trojihelnik a 3n+ 1 pokud se protinaji v jediném spole¢ném pruniku). Existuje
tedy alespori n2 —2n nepokrytych vrcholii, coz je nenulové mnozstvi pro véechny
rfady vétsi nez 2.

V druhém piipadé uvazime opét ¢tvefici C' bodu garantovanou axiomem (A3).
V C existuji dva body y, z ruzné od x. Kazdy bod je incidentni s n +1 > 3
pifmkami. Body y a z jsou dohromady incidnent{ s alespor péti pfimkami (jedna
pifmka je incidentni s obéma). Nejvyse dvé z téchto pifmek obsahuji z (jedna
z piimek prochézejicich y a jedna prochézejici z, muze se jednat o tu samou
piimku pokud je to spoleénd piimka). Zbyvaji tedy alespon tii piiky incidentni
s y a nebo z, které neobsahuji x.

Argument je jednodussi pro fad alespon 3, kde stac¢i uvazit svazek piimek kolem
jednoho vrcholu ruzného od =z, ty jsou alesponn 4 a nejvyse jedna z nich je
incidentnf s z. Fanovu roviu miizeme vyfesit zvI14st.

Alternativné mtzeme opét pocitat. Bod z je incidentni s n+1 piimkami. Celkem
KPR obsahuje n? + n + 1 pifmek, mame tedy n? > 4 pifmek neobsahujicich x.
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Ukol 3-2:  Chceme zkonstruovat n — 1 vzdjemné ortogonalnich latinskych
¢tvercu fadu n pro néjaké n alespon 4. Nacrtnéte takovou konstrukei a explicitné
sestavte tii takové ctverce (které lze zarucené doplnit na plny pocet Ctvercu
pokud nejsou vSechny). Nechceme fesit hrubou silou.

Reseni:

Ctverce sestavime pomoci KPR stejného f4du. Pro tplnost si projdéme teorii
pro¢ néco takového lze udélat.

Obecné postup vypadd nésledovné. Zafixujeme jednu piimku p, a dva jeji
body z,y, ostatni body oznac¢ime jako a,b,c,.... Oznac¢me si svazky piimek
prochézejici jednotlivymi body (vyjma p) jako X,Y, A, B,C,..., resp. Svazky
X a'Y budou tvofit miizku ¢tverce, pfimky v obou svazcich libovolné ocislujeme
a asociujeme s faddky /sloupci pifslusného indexu. Body ve kterych se piimky z X
protinaji s pfimkami z Y odpovidaji jednotlivym pozicim ¢tverce. Na obrazku
vyse mame KPR fadu 3 zndzornénou jako miizku, piimka p je napravo, jeji
body shora dolu odpovidaji a, x, b, y.

7 kazdéhoho svazku A, B,C,... nyni extrahujeme jeden Ctverec. Vezmeéme
napft. svazek A. Piimky opét libovolné ocislujeme, a kazdému policku ve ¢tverci
pritadime ¢islo pfimky, kterd obsahuje bod asociovany s danym polickem. Pro¢
je takto vyplnény ¢tverec latinsky? Fixni piimka g ze svazku A protina kazdou
z piimek ze svazku X, Y prdvé jednou, a to prdvé v miizce (mimo p). Kazdé
¢islo se tedy objevi v pravé jednom sloupci a pravé jednom tadku. Navic dvé
piimky g1, g2 ze stejného svazku se nemohou ve miiZcece protnout, protoze jiz
sdili bod na p, vyplnéni poli je tedy takto dobfe definovano.

Zbyvé nahlédnout, ze ¢tverce definované A a B jsou ortogonalni. Ortogonalita
by byla narusena, pokud by se stejny (usporddany) pdr c¢isel sesel na dvou
pozicich. To by ale znamenalo, ze ptislusné piimky z A a B obsahuji oba body
asociované s danym polem, coz je spor.

Abychom mohli postup aplikovat, potfebujeme konkrétni KPR. Vézméme tedy
tieba KRP ziskanou pomoci kostrukce z modularniho télesa Fr. Kazda primka
je zde asociovand s dvojici a, b € F7U{x} a jej{ body jsou dvojice (z,y) spliujici
vztah ax + b = y (vSe v télese F7), resp. & = b pro piimky s nekonénym /
'vertikdlnim’ sklonem (a = ). Pro dplnou definici KPR musime jesté doplnit
body v nekonecnu odpovidajici pruse¢ikum vsem sklontim ‘a’, a specidlni primku
p prochdzejici véemi body v nekonecku. Poznamenejme, ze kazdy sklon (hodnota
a) predstavuje jeden svazek, kde svazek X je definovany pfimkamisa=0aY
je definovany piimkami s a = * (rovnost{ x = b). Jako svazek A si vezméme
pifmky se sklonem 1. Pro hodnoty b € {0,1,2,3,4,5,6} dostdvdme piimky
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{(0,0),(1,1),(2,2),... },{(0,1),(1,2),(2,3),...},....

Postup muzeme interpretovat algebraicky i jinak. Pomoci piimek se sklonem a
definujeme a-ty étverec. Na pifmce p,p lezi body (x,y) splaujici az +b =y, a
ty dostanou v a-tém ¢tverci hodnotu b. Naopak se tedy muzeme zeptat, jaka
je hodnota b pro danou soufadnici x,y a ¢tverec s indexem a? Algebraickou
eliminaci b dostavame, ze b = ax — y (v télese F7).

Cely ¢tverec 717 je vlevo nahofe (Gtverec reprezentujeme jako 1. kvadrant, tedy
(0,0) vlevo dole). Dals{ ¢tverce zkonstruujeme obdobné.

112345610 41516101213
21314151601 112134560
3145|6012 5161011 (2|34
41516101213 2131451601
516 (01 (2|34 6101123415
6101|2345 314151601112
0112|134 |5|6 011234516
6101|2345 5161011234
516 (011234 31415160112
41516101213 112134560
3145|6012 610123415
21314151601 415(6]0]1]2]3
112345610 213|456 |0|1
011(2|3|4|5]|6 0]1(2]3[4]5]6

Muzeme si v8imnout, ze ¢tverce z moduldnich KPR maji hezkou strukturu,
kazdy sloupec/fFadek je cyklicky posun pfedchoziho sloupce/fadku o fixni pocet
pozic (posun je jiny pro kazdy ¢tverec a odpovidd sklonu ptimek). Prirozené,
KPR vzniklé z modularnich aritmetik jsou specialni podtiida KPR, ¢tverce defi-
nované ostatnimi KPR takovou strukturu nemaji. Jako pifklad uvedme jeden z
NOLC ziskany z KPR fadu 4, kde vybérem reprezentace lze uspoiddat sloupce
jako cyklické posuny jednoho vzoru, ale tyto posuny nejsou pravidelné, a fadky
uz jednotnou strukturu nemaji.

Ol =N w
=N WO
WO DN
W Ol

KPR tohoto faddu zkonstruujeme stejnym algebraickym piedpisem, ale misto
prvki {0, 1,2, 3} pouzijeme prvky {0, 1, z, 1+ } predstavujici F3 jako polynomy
stupné nejvyse 1. S¢itani funguje jako u standardnich polynomu, nasobeni také,
ale vysledky jsou moduleny néjakym polynomem stupné 2 ireducibilnim nad
télesem Fo, v tomto télese existuje jediny, 2 + z + 1.
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Ukol 3-3: Prvnf dva axiomy KPR, (A1) a (A2), hovoif o pravé jedné piimce
(”=17), a pravé jednom bodé ("= 17).

Uvazte viechny moznosti uvolnén{ jednoho nebo obou axiomu na nerovnosti (” <
17 a”?>1"). Pro kazdou moznost ukazte, ze po pifslusné zméné axiomu stédle
dostavame pravé KPR, nebo ukazte protipiiklad. Existuje celkem 8 moznosti
jak axiomy uvolnit, nékteré kombinace lze vyfesit dohromady.

Reseni:

Uvazme nejprve uvolnéni axiomu na ”nejvyse jeden”.

Pro (<A2) dostdvdme mimo jiného vlastnosti klasické geometrie. Jako konkrétn{
piiklad muzeme vzit 4 vrcholy ¢tverce, a 6 piimek tvoiicich jeho strany a di-
agondly. Protoze protipiiklad spliuje (A3) a (A1) dokonce rovnosti, funguje i
pro jakékoliv soucasné uvolnéni (A1).

Pro (<Al) muzeme tieba vzit ngjakou KPR a vhodné z ni ubrat piimky,
tteba vSechny pirimky prochazejici jednim bodem. Jako vice konkrétni piiklad
muzeme vzit tfeba opét 4 body, na tiech vybudovat trojihelnik tfemi pfimkami,
a jeden bod nechat zcela bez piimek. Nebo jako vice extrémni piiklad muzeme
mit libovolnou mnozinu (alespon ¢tyf) bodu, zcela bez pfimek. Opét vsechny
protiptiklady funguji pro jakékoliv sou¢asné uvolnéni (A2).

Uvazme soucasné uvolnéni obou axiomu nahoru (>A1)+(>A2).

Jako protipiiklad poslouzi tfeba KPR, ve které vsechny piimky zdvojime. Kazdé
dva body definuji pfimku (dokonce nékolik), a kazdé dvé piimky se protinaji -
pokud vznikly z ruznych piimek KPR, potom v jednom bodé, pokud se jedna
o kopie té samé pirimky, potom ve vSech bodech.

Nelibi-li se ndm uvazovat multimnozinovy systém piimek, muzeme do Fanovy
roviny napiiklad ptridat pifimku g na ¢tyrech bodech, ktera je nadmnozina jiné
pifmky p (¢ = pU{z} pro bod z, ¢ p). Nahlédneme, Ze axiom (A3) je splnén.
Obecné v KPR muzeme uvazit libovolny bod, dvé piimky jim prochazejici,
a vzit dva jiné body z kazdé piimky - tato tvefice bude spliovat (A3), jak
jsme vypozorovali na cviceni. Uvazme tedy ¢tvefici C' ziskanou jako ostatni
body dvou pifmek prochézejicich z. Ve Fanoveé roviné C spliuje (A3), v novém
systému muze (A3) porusit pouze ¢, ale CNg = C'Np a tento prunik m& nejvyse
dva body.

Zbyva pouze uvazit uvolnéni jednoho z axiomu na ”alespon 17.

(>A1) : Uvazme dvojici bodu z,y, které ddvaji dvé pifmky p,q. Potom ale
pNq D {z,y}, a tedy axiom (A2) je porusen, coz je spor. Axiom (Al) tedy
plati s rovnosti a dostavdme puvodni axiomy KPR.

(>A2) : Také mus{ ddvat pravé KPR, coz plyne z predchoziho dualitou. Pokud
dokazujeme piimo, argument je skoro totozny.
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