
KAG1 cvičeńı X

Úkol 2-1: Určete koeficienty u daných mocnin, dopoč́ıtejte do jednoduchého
výrazu (zlomek, výraz s jednou odmocninou,...):

[x5] : (2x− 1)−2

[x5] : (1 + x)−1/3

[x6] : x
x2 − 1

(1− x)
√
3

řešeńı
Prvńı výpočet př́ımo dle zobecněné binomické věty, nebo zápornou binomickou
větou.

[x5](2x− 1)−2 = [x5](1− 2x)−2 =

(
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5

)
−25 =

(
6
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)
25 = 192

V druhém výpočtu budeme postupovat podle definice zobecněného binomického
č́ısla, rozeṕı̌seme všech pět člen̊u a zjednoduš́ıme produkt a složený zlomek.

[x5](1+x)−1/3 =
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)
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3
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5!
= −4 ∗ 7 ∗ 10 ∗ 13

355!
=

7 ∗ 13

36
= 191/729

Poznamenejme, že záporná binomická věta zda neńı vhodný nástroj - umı́
zjednoduš́ıt pouze celoč́ıselná kombinačńı č́ısla. Dostali bychom stále neceloč́ıselné
kombinačńı č́ıslo, které muśıme zpracovat dle definice, ale nav́ıc s neceloč́ıselným
spodńım členem, což neumı́me z definice zpracovat.
Ve třet́ım výpočtu opět záporná binomická věta nemá śılu výpočet zjednodušit

(naopak). Poznamenejme též, že ačkoliv 3
√

1 + x = (1 + x)1/3, tak (1 + x)
√
3 6=

(1 + x)1/3 už z toho d̊uvodu, že
√

3 6= 1/3.
Výraz zjednoduš́ıme odstraněńım zbytečného x, a rozlož́ıma ne dva podvýpočty.
Na každý z nich aplikujeme př́ımočaře zobecněnou binomickou větu.

[x6]x
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√
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√
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)
−
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)
Kombinačńı č́ısla rozeṕı̌seme z definice zobecněńıch binomických č́ısel. Dostaneme
produkt čtyř a šesti prvk̊u, převážně binomů. Výpočet můžeme zkusit nakrmit
třeba do Wolframu, nebo ho zkuśıme zchroustat nějak pokud možno elegantně.
Můžeme si všimnout, že produkt čtyř člen̊u je stejný v obou výrazech, můžeme
ho tedy spoč́ıtat pouze jednou. Některé operace lze nav́ıc dělat ve vhodném
pořad́ı. Spoč́ıtáme
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√
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V druhém členu zbývaj́ı dva členy (

√
3− 4)(

√
3− 5) = (23− 9

√
3)

Pokračujeme v úpravě hlavńıho výpočtu

=
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.
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Úkol 2-2: Uvažme hod dvanácti r̊uznými 12-stěnnými kostkami s hodno-
tami 1 až 12. Chceme vyjádřit počet zp̊usob̊u, kterými může padnou v součtu
45. Výsledek chceme jako jednoduchou kombinaci pár obyčejných (pozitivńıch,
celoč́ıselných) kombinačńıch č́ısel.
řešeńı
Postupujeme dle modelu úloh na rozklady na součty. Ptáme se kolika zp̊usoby
lze č́ısli 45 rozložit na dvanáct součt̊u od 1 do 12. To spoč́ıtáme konvolućı
charakteristických posloupnost́ı jednotlivých sč́ıtanc̊u představuj́ıćıch jednotlivé
kostky.
Jeden hod kostkou můžeme modelovat jako ”tabulku” možnost́ı, reprezento-
vanou charakteristickou posloupnost́ı obsahuj́ıćı 1 na indexech 1 až 12 (tedy
tyto hodnoty jsou možné) a 0 na indexech 0 a od 13 dále. Takovou posloupnost

můžeme reprezentovat vytvořuj́ıćı funkćı x 1−x12
1−x .

Hledáme tedy hodnotu [x45]
(
x 1−x12

1−x

)
= [x33] (1−x

12)12

(1−x)12 = [x33](1 − x12)12(1 −
x)−12

Prvńı binom rozeṕı̌seme pomoćı (klasické) binomické věty: (1−x12)12 =
∑12

i=0

(
12
i

)
(−1)ix12i =(

12
0

)
x0 −

(
12
1

)
x12 +

(
12
2

)
x24 −

(
12
3

)
x36 + . . . . Daľśı členy rozepisovat nemuśıme,

hledáme totiž koeficient u exponentu x33, a exponenty z prvńıho binomu se
budou kombinovat pouze s koeficienty z druhého binomu, které jsou všechny
nezáporné. Stač́ı nám tedy prvńı tři členy.
Druhý binom rozeṕı̌seme pomoćı záporné binomické věty jako (1 − x)−12 =∑∞

i=0

(−12
i

)
(−x)i =

∑∞
i=0

(
11+i
11

)
(−x)i.

Nyńı můžeme všechny perspektivńı členy z prvńıho binomu zkombinovat s př́ıslušnými
členy z druhého binomu, jejichž exponenty se sč́ıtaj́ı na 33. Dostáváme výraz(

12

0

)(
11 + 33

11

)
−
(
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1

)(
11 + 21
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)
+

(
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2

)(
11 + 9
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)
Můžeme dopoč́ıtat, ale jedná se o masivńı č́ıslo.
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Úkol 2-3: Spoč́ıtejte sumu prvńıch n lichých celých č́ısel pomoćı vytvořuj́ıćıch
funkćı.
řešeńı
Hledáme hodnotu sumy

∑n−1
k=0(2k + 1)

Řada (2n− 1)n má vytvořuj́ıćı funkci f(x) = 2 x
(1−x)2 + 1

1−x

Řada částečných součt̊u má tedy vytvořuj́ıćı funkci s(x) = f(x)
1−x = 2 x

(1−x)3 + 1
1−x

2

Hledáme koeficient u xn−1:

[xn−1]s(x) = 2[xn−2](1−x)−3+[xn−1](1−x)−2 = 2

(
3− 1 + n− 2

3− 1

)
+

(
2− 1 + n− 1

2− 1

)
= 2

(
n

2

)
+

(
n

1

)
= n2
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