KAG1 cviceni X

Ukol 2-1: Urcete koeficienty u danych mocnin, dopocitejte do jednoduchého
vyrazu (zlomek, vyraz s jednou odmocninou,...):

[2°] : (20 —1)72

[z°]: L+ )7 1/3

[mﬁ] - 2 -1
T-a)s

reSeni
Prvni vypocet piimo dle zobecnéné binomické véty, nebo zapornou binomickou
vétou.

[2°](22 — 1)72 = [2°](1 — 22) 2 = (52) 25 = <€13) 2° =192

V druhém vypoctu budeme postupovat podle definice zobecnéného binomického
¢isla, rozepiseme vsech pét ¢lenu a zjednodusime produkt a slozeny zlomek.

5 s (-1B\ T E a5 4xTx10x13  Tx13
[°](1+x) = ( 5 ) = ] = 51 =3 = 191/729
Poznamenejme, Ze zaporna binomickd véta zda neni vhodny nastroj - umi
zjednodusit pouze celociselnd kombinacni ¢isla. Dostali bychom stale necelociselné
kombinaéni ¢islo, které musime zpracovat dle definice, ale navic s necelo¢iselnym
spodnim ¢lenem, coz neumime z definice zpracovat.

Ve tiretim vypoctu opét zaporna binomickd véta nema silu vypocet zjednodusit
(naopak). Poznamenejme t6z, ze ackoliv /1 +z = (1 + 2)'/3, tak (14 z)V3 #£
(14 z)'/3 uz z toho davodu, ze v/3 # 1/3.

Vyraz zjednodusime odstranénim zbyteéného x, a rozlozima ne dva podvypocty.
Na kazdy z nich aplikujeme piimocaie zobecnénou binomickou vétu.

[mﬁ]m(f;)ﬂg = [#4(1 - 2)" — @)1~ 2) V3 = (\f) _ ({f)

Kombinaéni ¢isla rozepiseme z definice zobecnénich binomickych ¢isel. Dostaneme
produkt ¢tyf a Sesti prvki, prevazné binomu. Vypocet muzeme zkusit nakrmit
tfeba do Wolframu, nebo ho zkusime zchroustat néjak pokud mozno elegantné.
Muzeme si v8§imnout, ze produkt ¢tyf ¢lenu je stejny v obou vyrazech, muzeme
ho tedy spocitat pouze jednou. Nékteré operace lze navic délat ve vhodném
pofadi. Spocitdme v3(v3 — 1)(v3 — 2)(v3 —3) = =3(v/3 - 1)2(V/3 - 2) =
—3(4 —2v3)(v3 —2) = 6(v/3 - 2)? = 6(7 — 4V/3) = 6«

V druhém élenu zbyvaji dva cleny (v/3 —4)(v/3 —5) = (23 — 9/3)

Pokracujeme v upravé hlavniho vypoctu

_ 6o 60(23 —9V/3) 1 (23-9V3)
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Ukol 2-2:  Uvazme hod dvanécti ruznymi 12-sténnymi kostkami s hodno-
tami 1 az 12. Chceme vyjadfit pocet zpusobu, kterymi muze padnou v souctu
45. Vysledek checeme jako jednoduchou kombinaci par obycejnych (pozitivnich,
celociselnych) kombinac¢nich ¢isel.

feSeni

Postupujeme dle modelu uloh na rozklady na soucty. Ptame se kolika zptusoby
Ize ¢isli 45 rozlozit na dvanact souc¢ti od 1 do 12. To spoéitdme konvoluci
charakteristickych posloupnosti jednotlivych séitancu predstavujicich jednotlivé
kostky.

Jeden hod kostkou muzeme modelovat jako ”tabulku” moznosti, reprezento-
vanou charakteristickou posloupnosti obsahujici 1 na indexech 1 az 12 (tedy
tyto hodnoty jsou mozné) a 0 na indexech 0 a od 13 déle. Takovou posloupnost

O ~ ~ e’ 7 7 —_ 1
muzeme reprezentovat vytvorujici funkci x%

Hledédme tedy hodnotu [z45] (11%5;2) = [1’33]% = [2%3](1 — 2'2)"?(1 -
)12

Prvn{ binom rozepiieme pomoci (klasické) binomické véty: (1-2'2)'2 = 312 (*2) (—1)z'? =

(102) z0 — (112)5312 + (122):1024 — (132) 236 + .... Dalsf ¢leny rozepisovat nemusime,
hleddme totiz koeficient u exponentu z33, a exponenty z prvniho binomu se
budou kombinovat pouze s koeficienty z druhého binomu, které jsou vsechny
nezaporné. Stac¢i nam tedy prvni tii ¢leny.

Druhy binom rozepiSeme pomoci zdporné binomické véty jako (1 — z)~'? =
2o () () =%, (1) (—a)"

Nyni muzeme vSechny perspektivni ¢leny z prvniho binomu zkombinovat s prislusnymi
¢leny z druhého binomu, jejichZ exponenty se s¢itaji na 33. Dostavame vyraz

(0 () ()

Muzeme dopocitat, ale jednd se o masivni ¢islo.
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Ukol 2-3: Spocitejte sumu prvnich n lichych celych ¢isel pomoci vytvorujicich
funkeci.

feSeni

Hledéme hodnotu sumy Y7~ (2k + 1)

Rada (2n — 1),, ma vytvorujici funkci f(z) = 207 T 1 !

—X
12

Rada ¢dstecnych souctii mé tedy vytvorujici funkei s(x) = [o) —9_= Sy

1—z (1—x)3

Hledame koeficient u 2™ 1:

[z s(2) = 2[a" ) (1—2) P+ 2" (1-2) 7 = <3 —l+n— 2) (2 —1+n-1

3—-1 2-1
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