KAG1 cviceni X

Ukol 1-1: Najdéte explicitni vzorec pro zadanou posloupnost aplikaci vytvotujicich
funkei

apg=1 Ay = 20p-1+3

Reseni

Prvni krok feSen{ je najit vytvorujici funkci f(z) odpovidajici zadané posloup-
nosti. Muzeme postupovat tieba pomoci tabulky kde prvni fddek predstavuje
zadanou posloupnost a dalsi fadky predstavuji ¢asti, které se s¢itaji na zadanou
posloupnost - prvni dva ziskané z rekurektniho pfedpisu, tfeti upravuje vychozi
¢leny dle zadani.

ap ai az as ... f(z)
- 2a9 2a1 2as ... | 2zf(x)
3 3 3 3 ... %

-2 0 0 0o ... —

Dostdvéme vztah f(z) = 2z f(z) + 2= — 2, ktery upravime na

o 3-2(1—z) 1—2x)
1@ = a2 ~ G=ai-2)

Stejné tak jsme mohli posloupnost trojek posunou o jeden krok doleva, a na
tFetim faddku porsté dosadit ag. Dostali bychom ekvivalentni vztah f(x) =
2zf(z) + 2% + 1.

Jmenovatel v.f. je jiz rozlozeny, muzeme tedy parcializovat. Podle toho jakou
pouzivdme metodu muze byt potfeba si pfevést binom (1 —2x) na zdkladn{ tvar
(z — 1/2) vytknutim —2 a stejné tak binom (1 — z) na (x — 1). Zvolme tedy
robustni metodu. Vime, ze vysledny tvar parcializace (az na néjaké algebraické
upravy) spliuje néasledujici vztah:

1+ 2z) A B

T-o-20) 1-2 1-2z

Obé strany vyndsobime jmenovatelem levého vyrazu a dostdvame vztah

14+2x=A(01-2z)+ B(1l—x)

Vztah rozlozime pro jednotlivé mocniny x a mame vztahy 1 = A+ B a 2 =
—2A — B. Soustavu vyfesime a dostavame A = —3 a B = 4. A rozlozend v .f.

je tedy
-3 4

_1—x+1—2x

Levy z dvou ¢lent odpovida jednotkové poslupnosti prendsobené —3, a pravy
odpovidé posloupnosti mocnin 2 pfenasobené 4. Explicitni predpis tedy je

ap=—3%14+4%x2"=2""2_3
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KAG1 cviceni X

Ukol 1-2: Najdéte explicitni vzorec pro zadanou posloupnost aplikaci vytvotujicich
funkei

ag =1 a; =2 Qp = 20p_1 — Qp_2

Reseni

Prvni krokem je opét nalezeni v.f. predstavujici zadanou posloupnost. Zkusime
jinou metodu. Hledanou v.f. si zapiSeme jako

flx) = iaixi =142z+ iaixi
=0 i=2

Prvy zleva si prevedeme doprava a do sumy napravo nyni mzeme dosadime
rekurentni zdpis (nyni obsahuje pouze prvky posloupnosti, které lze rekurzivné
definovat)

flz)—1-2z = i@ai,l—ai,g)xi = i Qai,lmi—f—i —a;_ 1" = 2 i a; 2" —2x—1> i a; "
i=2 i=2 i=2 i=0 i=0

Polynomtim napravo odpovidaji funkce 2z f(z) — 2z a —2% f(x) resp.
Méme tedy vztah f(z) —1—2z = 2z f(x) — 22 — 22 f(x) a po tpravé dostdvame
flz) = —xz—;;x—l = (x_ll)Q = (1_1:6)2. Tento vyraz neni tfeba parcializovat, uz

je v zékladnim tvaru. Budto zndme prespis posloupnosti odpovidajici této v.f.
nebo mizeme rovnou pouzit obecnou binomickou vétu. Ta fikd, ze (1 — r) 2=
S (Pt =30, (et = 3052 (14 1)z, Kde jsme mohli pouzit zapornou
binomickou vétu, nebo upravit negativni kombinaé¢ni ¢islo z definice.

Explicitni pfedpis ¢lentu posloupnosti tedy je: a, = n + 1.
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KAG1 cviceni X

Ukol 1-3: Najdéte explicitni vzorec pro zadanou posloupnost aplikaci vytvotujicich
funkei

apg = 2 a1 =3 Ay = 30p_1 — 20p_o

Reseni

Tentokrat budeme postupovat bez dopocitavani kazdého kroku. Jako v prvni
tuloze si na¢rtneme tabulku rozkladu v.f. zadané posloupnosti.

ap aq as as <o f($)
- 3a0 341 3ay ... 3z f(x)
- - —2a9 —2a7 ... | —222f(x)

V tabulce chybi jesté néjaky polunom p(z), ktery by zajistil sprdvné nastaveni
vychozich élenti, momentalné ndm staéf, ze platf vztah f(z) = 3z f(x)—22% f(x)+
p(x) atedy f(z) = 29;%5’:3—1' Polynom ve jmenovateli ma kofeny 1 a 1/2. Mdme
tedy nasledujici vztah spoleéné s nacrtkem parcializace:

fl)= g2 o A P

(z—1)(z—-1/2) x—-1 x-1/2

V prvinim zlomku pfenasobime ¢itatele i jmenovatele —1 a v druhém —2, dostavame,
ze f(z) = % + 1f;m kde A’ a B’ jsou né&jaké nové konstanty (jejich vztah k
A, B trividlné zndme, ale neni podstatny.

Z v.f. nyni vidime, Ze explicitni predpis clentu posloupnosti je a, = A’ + B’2".
Dosadime za n hodnoty 0,1, a pro kontrolu i 2. Dostavame rovnosti ag = 2 =
A'+B,a,=3=A+2B aay =5= A"+ 4B’. Vyfesime soustavu prvnich
dvou vztahti a z tfetiho ovéfime, Ze skuteéné A’ =1a B’ = 1.

Explicitni pfedpis tedy je a,, = 1 + 2™.
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