
KAG1 cvičeńı X

Úkol 1-1: Najděte explicitńı vzorec pro zadanou posloupnost aplikaćı vytvořuj́ıćıch
funkćı
a0 = 1 an = 2an−1 + 3
Řešeńı
Prvńı krok řešeńı je naj́ıt vytvořuj́ıćı funkci f(x) odpov́ıdaj́ıćı zadané posloup-
nosti. Můžeme postupovat třeba pomoćı tabulky kde prvńı řádek představuje
zadanou posloupnost a daľśı řádky představuj́ı části, které se sč́ıtaj́ı na zadanou
posloupnost - prvńı dva źıskané z rekurektńıho předpisu, třet́ı upravuje výchoźı
členy dle zadáńı.

a0 a1 a2 a3 . . . f(x)
- 2a0 2a1 2a2 . . . 2xf(x)
3 3 3 3 . . . 3

1−x
−2 0 0 0 . . . −2

Dostáváme vztah f(x) = 2xf(x) + 3
1−x − 2, který uprav́ıme na

f(x) =
3 − 2(1 − x)

(1 − x)(1 − 2x)
=

1 − 2x)

(1 − x)(1 − 2x)

.
Stejně tak jsme mohli posloupnost trojek posunou o jeden krok doleva, a na
třet́ım řádku porstě dosadit a0. Dostali bychom ekvivalentńı vztah f(x) =
2xf(x) + 3x

1−x + 1.
Jmenovatel v.f. je již rozložený, můžeme tedy parcializovat. Podle toho jakou
použ́ıváme metodu může být potřeba si převést binom (1−2x) na základńı tvar
(x − 1/2) vytknut́ım −2 a stejně tak binom (1 − x) na (x − 1). Zvolme tedy
robustńı metodu. Vı́me, že výsledný tvar parcializace (až na nějaké algebraické
úpravy) splňuje následuj́ıćı vztah:

1 + 2x)

(1 − x)(1 − 2x)
=

A

1 − x
+

B

1 − 2x

Obě strany vynásob́ıme jmenovatelem levého výrazu a dostáváme vztah

1 + 2x = A(1 − 2x) + B(1 − x)

Vztah rozlož́ıme pro jednotlivé mocniny x a máme vztahy 1 = A + B a 2 =
−2A − B. Soustavu vyřeš́ıme a dostáváme A = −3 a B = 4. A rozložená v.f.
je tedy

f(x) =
−3

1 − x
+

4

1 − 2x
.
Levý z dvou člen̊u odpov́ıdá jednotkové poslupnosti přenásobené −3, a pravý
odpov́ıdá posloupnosti mocnin 2 přenásobené 4. Explicitńı předpis tedy je

an = −3 ∗ 1 + 4 ∗ 2n = 2n+2 − 3
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KAG1 cvičeńı X

Úkol 1-2: Najděte explicitńı vzorec pro zadanou posloupnost aplikaćı vytvořuj́ıćıch
funkćı
a0 = 1 a1 = 2 an = 2an−1 − an−2
Řešeńı
Prvńı krokem je opět nalezeńı v.f. představuj́ıćı zadanou posloupnost. Zkuśıme
jinou metodu. Hledanou v.f. si zaṕı̌seme jako

f(x) =

∞∑
i=0

aix
i = 1 + 2x +

∞∑
i=2

aix
i

Prvy zleva si převedeme doprava a do sumy napravo nyńı mžeme dosad́ıme
rekurentńı zápis (nyńı obsahuje pouze prvky posloupnosti, které lze rekurzivně
definovat)

f(x)−1−2x =

∞∑
i=2

(2ai−1−ai−2)xi =

∞∑
i=2

2ai−1x
i+

∞∑
i=2

−ai−2x
i = 2x

∞∑
i=0

aix
i−2x−x2

∞∑
i=0

aix
i

Polynomům napravo odpov́ıdaj́ı funkce 2xf(x) − 2x a −x2f(x) resp.
Máme tedy vztah f(x)−1−2x = 2xf(x)−2x−x2f(x) a po úpravě dostáváme
f(x) = −1

−x2+2x−1 = 1
(x−1)2 = 1

(1−x)2 . Tento výraz neńı třeba parcializovat, už

je v základńım tvaru. Buďto známe přespis posloupnosti odpov́ıdaj́ıćı této v.f.
nebo můžeme rovnou použ́ıt obecnou binomickou větu. Ta ř́ıká, že (1− x)−2 =∑∞

i=0

(−2
i

)
xi =

∑∞
i=0

(
i+1
1

)
xi =

∑∞
i=0(i+1)xi. Kde jsme mohli použ́ıt zápornou

binomickou větu, nebo upravit negativńı kombinačńı č́ıslo z definice.
Explicitńı předpis člen̊u posloupnosti tedy je: an = n + 1.
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Úkol 1-3: Najděte explicitńı vzorec pro zadanou posloupnost aplikaćı vytvořuj́ıćıch
funkćı
a0 = 2 a1 = 3 an = 3an−1 − 2an−2
Řešeńı
Tentokrát budeme postupovat bez dopoč́ıtáváńı každého kroku. Jako v prvńı
úloze si načrtneme tabulku rozkladu v.f. zadané posloupnosti.

a0 a1 a2 a3 . . . f(x)
- 3a0 3a1 3a2 . . . 3xf(x)
- - −2a0 −2a1 . . . −2x2f(x)

V tabulce chyb́ı ještě nějaký polunom p(x), který by zajistil správné nastaveńı
výchoźıch člen̊u, momentálně nám stač́ı, že plat́ı vztah f(x) = 3xf(x)−2x2f(x)+

p(x) a tedy f(x) = −p(x)
2x2−3x+1 . Polynom ve jmenovateli má kořeny 1 a 1/2. Máme

tedy následuj́ıćı vztah společně s náčrtkem parcializace:

f(x) =
−p(x)

2(x− 1)(x− 1/2)
=

A

x− 1
+

B

x− 1/2

V prvńım zlomku přenásob́ıme čitatele i jmenovatele −1 a v druhém −2, dostáváme,
že f(x) = A′

1−x + B′

1−2x kde A′ a B′ jsou nějaké nové konstanty (jejich vztah k
A,B triviálně známe, ale neńı podstatný.
Z v.f. nyńı vid́ıme, že explicitńı předpis člen̊u posloupnosti je an = A′ + B′2n.
Dosad́ıme za n hodnoty 0,1, a pro kontrolu i 2. Dostáváme rovnosti a0 = 2 =
A′ + B′, a1 = 3 = A′ + 2B′ a a2 = 5 = A′ + 4B′. Vyřeš́ıme soustavu prvńıch
dvou vztah̊u a z třet́ıho ověř́ıme, že skutečně A′ = 1 a B′ = 1.
Explicitńı předpis tedy je an = 1 + 2n.
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