Kombonatorika a Grafy 1 - Cviceni 7 - zaskok

Jan Soukup

1 Toky v sitich

Sit je usporadand ¢tvefice (G, z, s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E C V x V, z a s jsou
dva riizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R{ je funkce ohodnocujici hrany. Tok
v siti je kazda funkce f: E'— R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a spliiujici
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pro kazdy vrchol v € V' mimo stok a zdroj Velikost toku je
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Rezem nazveme podmnoZinu E, po jejimZ odstranéni neexistuje orientované cesta ze zdroje do stoku.
Kapacita Tezu R je c(R) =) . c(e).
Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznacime r(e) = ¢(e) — f(e) pro hranu e orientovanou
po sméru P ar(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak zlepSujici, pokud vSechny
jeji hrany maji kladnou rezervu.

Algorithm 1.1: FORD-FULKERSON(G)

f < nulovy tok
while existuje zlepsujici cesta P ze z do s
€p  Min.cpp) 7(e)
do { Zvétsime tok f podél P o ep (kazdé hrané e po sméru zvétsime
f(e) a hrandm proti sméru zmensime f(e)).
Vrat tok f.

Priklad 1. Najdéte tok maximalni velikosti v néasledujicich sitich (Fordovym—Fulkersonovym algoritmem
nebo uhadnéte) ze zdroje s do stoku ¢. Naleznéte také fezy minimalni kapacity a ovéite tak, ze dané toky
maji skutecné maximalni velikost.




Priklad 2. Pri hledani maximalniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale muze stat, ze
budeme potiebovat néjaké kapacity prifadit i vrcholim (,,vrcholem v nesmi protéct vic nez x litra tekutiny
za jednotku ¢asu“). Jak najit maximalni tok spliujici i tuto podminku?

2 Aplikace Hallovy véty

Necht X a I jsou koneéné mnoziny. MnoZinoviym systémem na X nazveme |I|-tici M = (M;: i € I), kde
M; C X. Systém ruznych reprezentanti (SRR) je prosté funkce f: I — X takova, ze pro kazdé i € I je
f(i) € M;. Vime, ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci parovani velikosti || v incidenénim
grafu Gy = (TU X, {{i,z}:iel,x e X,z € M}).

>

Tvrzeni 1. Systém rtznych reprezentanti v M existuje praveé tehdy, kdyz pro kazdou J C [ je ‘U g M
|.J]; tato podminka se nazyva Hallova.
Priklad 3. Necht a, b, ¢, d, e jsou rtizné prirozena ¢isla.

(a) M4 mnozinovy systém tvoreny vSemi tfiprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, c,d} systém rtiz-

nych reprezentantt?

(b) M4 mnozinovy systém tvoreny vSemi tiiprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, ¢, d, e} systém riz-
nych reprezentanti?

Piiklad 4. Ukazte, ze kazdy k-regularni (vSechny vrcholy maji stupen k) bipartitni graf mé perfektni
parovani.
Priklad 5. Ukazte, Ze kazdy bipartitni graf s partitami velikosti 7 a minimalnim stupném [ %] méa perfektni
parovani.

Piiklad 6. Najdéte nekoneény systém mnozin M = (M;: i € I), ktery spliiuje Hallovu podminku (tj. pro
kazdé k € N obsahuje sjednoceni libovolné k-tice mnozin z M aspon k prvki), ale nema systém rtznych
reprezentanti.

Priklad 7 (*). Dokazte, ze Hallova véta implikuje Kénigovu—Egervaryho vétu (tedy, Ze velikost nejvétsiho
parovani se v bipartitnim grafu rovné velikosti nejmensiho vrcholového pokryti).



