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Komparátor

Úkol 4-1: Navrhněte hradlovou konstrukci komparátoru, analyzujte velikost
a hloubku śıtě.
Na vstupu dostaneme dvě n-bitová č́ısla A,B, reprezentovaná jako bity

a1, . . . , an, b1, . . . , bn

(nebo v opačném pořad́ı, chcete-li hezkou pozičńı notaci bit̊u)
Na výstupu chceme dvojici č́ısel X,Y t.ž. X = min(A,B), Y = max(A,B),
reprezentované stejným zp̊usobem.
Pro konstrukci můžete použ́ıvat libovolná hradla s (≤ 2)-bitovými vstupy a 1-
bitovými výstupy (tedy kromě klasických and, or, xor a negace i jakákoliv jiná,
pokud se hod́ı).
Analyzujte (asymptoticky) velikost i hloubku výsledné śıtě. Obě hodnoty chceme
(asymptoticky) optmálńı.

Řešeńı:

Řešeńı slož́ıme ze dvou část́ı. V prvńı části zjist́ıme, zda A > B. V druhé části
potom č́ısla ze vstupu prohod́ıme nebo necháme v p̊uvodńı poloze.
Asi nejelegantněǰśı řešeńı je vyřešit paralelizaci úlohy pomoćı př́ıstupu rozděl a
panuj. Rozděleńım č́ısel A,B na dvě poloviny AL, AR a BL, BR (L,R pro levou
a pravou stranu, levá strana obsahuje vyšš́ı bity, jako v deśıtkovém zápisu).
Potom plat́ı, že A > B pokud AL > BL nebo ( AL = BL a zároveň AR > BR).
Nerovnost tedy můžeme vyhodnotit tak, že si nejprve spoč́ıtáme nerovnosti
polovin (spolu s rovnost́ı) rekurzivně a výsledky slož́ıme. Pro levou i pravou
polovinu si poř́ıd́ıme bit GL, GR indukuj́ıćı, zda př́ıslušná polovina A je větš́ı
než polovina B; a daľśı bit EL, ER indikuj́ıćı, zda si jsou levé nebo pravé poloviny
rovny.
Po technické stránce bude hradlová śı̌t vypadat následovně. V prvńı vrstvě pro
každou bitovou pozici vyhodnot́ıme:
bit Gi představuj́ıćı ”ai > bi” jako ai ∧ ¬bi
bit Ei představuj́ıćı ”ai = bi” jako ¬(ai XOR bi)
Nyńı navrhneme podśıtě na vyhodnocováńı rekurze (spojovátka). Pro bity
GL, GR, EL, ER na vstupu vyhodnot́ıme bity:
G jako GL ∨ (EL ∧GR) - dle rekurzivńıho popisu výše
E jako EL ∧ ER - č́ıslo je rovné pouze pokud se rovnaj́ı obě poloviny
Spojujeme dle binárńıho stromu, tedy jednou vrstvou spojovátek spoj́ıme výsledky
pro jednotlivé bity do výsledk̊u pro dvojice, následně do čtveřic atd., až dostaneme
výsledek celé úlohy po O(log(n)) vrstvách spojovátek. Pokud n neńı mocn-
ina dvojky, můžeme kdykoliv do volných vstup̊u zapojit umělý vstup s bitem
E = 1. Pro transparntnost chceme toto vkládáńı ideálně provádět na ne-
jlevěǰśıch možných pozićıch, ale části č́ısel nav́ıc, které jsou rovny nemohou
ovlivnit ostrou nerovnost ať už jsou vloženy kdekoliv. Alternativně spojovátko
bez jednoho vstupu v̊ubec nepostav́ıme, a jediný vstup rovnou propoj́ıme do
daľśı vrstvy.
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Nakonec potřebujeme na výstup vydat správná č́ısla. Do každé bitové pozice
obou výstup̊u navedeme př́ıslušné bitové pozice vstup̊u, a použijeme signál z
výsledku A > B pro zablokováńı signálu ze špatného vstupu. Označme výsledek
porovnáńı G.
Xi = (ai ∧G) ∨ (bi ∧ ¬G) Yi = (ai ∧ ¬G) ∨ (bi ∧G)
V této implementaci sice ”technicky” zbytečně prohazujeme č́ısla pokud si jsou
rovna, ale výsledek to neměńı.
Spojováńı výsledk̊u rekurze bylo provedeno binárńım stromem, ten má logar-
itmickou hloubku a lineárně uzl̊u (spojovátek s konstantńı velikost́ı). Výpočet
hodnot pro bity, a koṕırováńı na výstup prob́ıhaj́ı v konstantńı hloubce, za po-
moćı lineárńıho množstv́ı hradel. Celková hloubka je tedy O(log(n)) a velikost
O(n).
Můžeme nahlédnout, že toto jsou optimálńı hodnoty. Pokud by hloubka výpočtu
A < B byla sublogaritmická, výsledek může záviset pouze na sublineráńım
množstv́ı vstup̊u. Protože śı̌t je fixńı, můžeme potom naj́ıt vstupńı bity neovlivňuj́ıćı
výpočet, a vstupy lǐśıćı se pouze na těchto pozićıch budou špatně vyhodnoceny.
Sice nemuśı platit, že každý obvod explicitně poč́ıtá hodnotu jako A < B, ale
totéž tvrzeńı plat́ı pro každý výstupńı bit samostatně. Co se týče velikosti,
protože každý výstupńı bit muśı záviset př́ıslušných pozićıch obou vstupńıch
č́ısel, muśı být spoč́ıtán alespoň jedńım hradlem, což je Θ(n) hradel.
(v daľśıch řešeńıch už pouze ukazujeme, jak určit ř́ıd́ıćı bit ”A > B”, zbytek
konstrukce je stejný)
Vı́ceméně totožné konstrukce šlo źıskat i použ́ıváńım jiných mezivýsledk̊u, obzvláště
obĺıbená kombinace byly bity A ≥ B a A ≤ B nebo jejich ostré varianty a r̊uzné
podivné kombinace. Složitost návrhu spojovátek potom byla v některých vari-
antách podstatně větš́ı.
Jistou konceptuálńı výhodu měla řešeńı, kde se pomoćı návrhu spojovátek, která
na vstupu brala dvojice bit̊u z obou č́ısel a na výstup 10 pro A > B a 01 pro
A < B. Výsledek jedné vrstvy spojovátek potom šlo chápat jako novou dvojici
binárńıch č́ısel (tvořených levými resp. pravými bity všech spojovátek) polovičńı
délky. Nebylo potom třeba rozlǐsovat mezi porovnáváńım a sléváńım výsledk̊u.
Na druhou stranu, návrh takových spojovátek byl o něco komplikovaněǰśı.

Řešeńı dle definice porovnáváńı

Při zápisu v obecných základech plat́ı, že an, . . . , a0 > bn, . . . , b0 právě když
an > bn nebo ( an = bn a zároveň an−1, . . . , a0 > bn−1, . . . , b0)
T́ım dostáváme rekurzivńı předpis. Dle tohoto předpisu můžeme př́ımo navrhnout
obvod. Stejně jako u klasického sč́ıtáńı s carry-bitem ale dostaneme lineráńı
hloubku.
Prvńı možnost, jak tento problém vyřešit, je pokusit se výpočet paralelizo-
vat rozděleńım na části. T́ım obvykle dostaneme konstrukci velmi podobnou
př́ıstupu přes rozděl a panuj.
Jiný možný př́ıstup je uvědomit si, že výsledek porovnáńı A > B určuje ne-
jlevěǰśı bit, kde se vstupńı č́ısla lǐśı. Můžeme tedy tento bit hledat. Nejlevěǰśı
lǐśıćı se bit (”rozhoduj́ıćı bit”) je takový, který se lǐśı (ai XOR bi) a zároveň
všechny bity nalevo jsou shodné. Hledáńı opět můžeme realizovat konstrukćı
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rozděl a panuj. Pokud ale nesklouzneme do tohoto směru, může konstrukce
vypadat třeba i následovně:
Nejprve provedeme všechna porovnáńı ai = bi. Pomoćı binárńıho stromu tedy
můžeme určovat rovnost na podintervalech rostoućıch délek. Pak pro každou
pozici můžeme zjistit, zda př́ıslušný bit je rozhoduj́ıćı pomoćı z-AND-ováńı
rovnost́ı nejvýše log(n) již spoč́ıtaných podinterval̊u (podobně jako u rychlé
binárńı sč́ıtačky) a z-AND-ováńım ai! = bi. Celý proces zvládneme v loga-
ritmické hloubce, a chytrým AND-ováńım s pouze lineráńım počtem hradel.
Výsledkem bude vrstva hladel indikuj́ıćı pro všechny bitové pozice, zda se jedná
o rozhoduj́ıćı bit. Následně můžeme na všech pozićıch provést operaci ”i je
rozhoduj́ıćı” ∧ai > bi a všechny výsledky spojit jedńım OR-ovaćım stromem
do finálńıho hradla indikuj́ıćıho ”A > B”. Bez precizńı výstavby tento postup
vyžaduje kvadratický počet hradel.

Řešeńı sč́ıtačkou

Alternativńı work-around je využ́ıt sč́ıtačky a odč́ıtáńı přes dvojkový doplněk.
Pro plný popis se odkažme na předměty stylu poč́ıtačových architektur. Zjednodušeně
řečeno, pomoćı scč́ıtáńı můžeme i odč́ıtat pokud nejprve invertujeme menšitel
(a přičteme k němu 1). Nejvyšš́ı carry-bit potom indikuje přetečeńı bitové
reprezentace, a t́ım ř́ıká, zda výsledek je kladný nebo záporný. Protože inverzi a
sč́ıtáńı zvládneme v logaritmické hloubce a s pomoćı lineárńıho množstv́ı hradel,
jedná se o adekvátně dobré porovnáńı č́ısel.

Daľśı řešeńı

Objevila se i řešeńı stylu vyhodnocováńı rekurzivńıho předpisu porovnáváńı,
kde následně každá pozice výstupu obsahovala samostnou śı̌t vyhodnocuj́ıćı z
mezivýsledk̊u pro pozice nalevo zda je vše rovno (a tedy je jedno co se provede
se vstupy), nebo něco nalevo rozhodlo nerovnost. Vyhodnoceńı nejpravěǰśıho
hradla potom bylo ekvivalentńı celé śıti popsané v řešeńı pomoćı vyhledáváńı
rozhoduj́ıćıho bitu.
Několik řešeńı se pokoušelo spolu s ř́ıd́ıćımi bity rovnou přenášet i data. Kromě
mnohem vyšš́ı složitosti takového vyhodnocováńı bez výjimky vedlo na sekvenčńı
proces s lineárńı hloubkou.

Řešeńı s př́ımým tokem dat

Některá řešeńı se pokoušela, namı́sto porvnáńı č́ısel v prvńım kroku a prohozeńı
v druhém, př́ımo o prohazováńı bit̊u za chodu. Tedy zleva doprava se procháźı
bity vstupńıch č́ısel, a př́ıpadně rovnou prohazuj́ı. Pokud dojde k prohozeńı nebo
verifikaci aktuálńı pozice, pośılá se dál ř́ıćıd́ı signál, který zablokuje následuj́ıćı
hradla a nedovoĺı jim použ́ıt jiný směr přehozeńı.
Hlavńım problémem těchto řešeńı byl obvykle návrh, který rovnou poč́ıtá hod-
notu větš́ıho a menš́ıho bitu (bez vyhodnoceńı ”ai < bi”), což bylo dostatečně
matoućı ke vzniku problémů. Taktéž lze nahlédnout, že výsledek každého pro-
hozeńı záviśı na všech předchoźıch, jedná se tedy o naskrze sekvenčńı proces, a
tedy implementace obvodem má nevyhnutelně lineárńı hloubku.
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