
ADS2 domáćı úkol 2

Úkol 2-1: Na vstupu máme mř́ıžku n×n, ve které některá pole jsou zabloko-
vaná. Chceme na mř́ıžku rozmı́stit co nejv́ıce kostek domina (obdélńıky 1× 2).
Kostky domina můžeme otáčet o 90 stupňu, obě poloviny každé kostky muśı
být na poĺıčku mř́ıžky, nesmı́ se překrývat s jinou kostkou ani zasahovat do
zablokovaných poĺı.
Úlohu je možné vyřešit pomoćı tok̊u. Navrhněte postup, kterým z mř́ıžky na vs-
tupu vybudujeme zadáńı úlohy hledáńı maximálńıho toku jehož řešeńı je možné
zpět přeložit na řešeńı úlohy o dominu.

• Popǐste, jak vytvořit zadáńı tokové úlohy ze vstupu (neńı třeba popisovat
př́ımo algoritmus prováděj́ıćı konverzi) a jak z řešeńı tokové úlohy zkon-
struovat řešeńı pro domino.

• Ukažte ekvivalenci úlohy s dominem a úlohy na maximálńı tok (korektnost
transformace). Tzn. je potřeba ukázat dvě tvrzeńı, že řešeńı zkonstruo-
vané tokové úlohy vydá ”stejně dobré” řešeńı úlohy s dominem, a naopak
řešeńı úlohy s dominem dá ”stejně dobrý” tok.

• Ukažte, že z předchoźıho už plyne, že optimálńı řešeńı jedné úlohy je
optimálńım řešeńım druhé úlohy. (A tedy máme korektńı alg. na řešeńı
domina)

Protože nekonstruujeme explicitńı algoritmus, protentokrát nás nezaj́ımá složitost.
Avšak, konstrukce by měla být rozumná (tedy asymptoticky zhruba stejné
velikosti jako p̊uvodńı úloha, nechceme ”vrchol pro každé rozmı́stěńı kostek”
apod.).

Řešeńı:

Možné pozice kostek budeme reprezentovat jako hrany v tokové śıti. Śı̌t navrhneme
tak, že dvě hrany představuj́ıćı koliduj́ıćı pozice nemohou mı́t zároveň nenulový
(celoč́ıselný) pr̊utok. V śıti nalezeneme maximálńı (celoč́ıselný) tok, a pozice s
nenulovým pr̊utokem prohláśıme za optimálńı rozmı́stěńı kostek domina.

Pozorováńı:

Představ́ıme-li si mř́ıžku obarvenou jako šachovnici, každá dominová kostka
zab́ırá právě jedno černé a jedno b́ılé pole. Ekvivalentně řečeno, graf čtvercové
mř́ıžky je bipartitńı (resp. jej́ıho duálu, který má sle stejnou strukturu).

Konstrukce:

Pro každé pole vytvoř́ıme vrchol a spoj́ıme hranami vrcholy poĺı, která spolu
soused́ı (hranou). Ekvivalentně řečeno, sestav́ıme incidenčńı graf poĺı. Pro
chyběj́ıćı pole vrcholy netvoř́ıme. Z pozorováńı výše dostáváme bipartitńı graf s
’černou’ a ’b́ılou’ partitou. Všechny hrany zorientujeme z černé partity do b́ılé.
Přidáme zdroj a stok, ze zdroje napoj́ıme hrany do všech vrchol̊u černé partity,
a všechny vrcholy b́ılé partity napoj́ıme do zdroje. Kapacity všech hran jsou 1.
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Převod z toku na domino a korektnost:

Po nalezeńı celoč́ıselného toku (ne nutně maximálńıho) v zkonstruované śıti
źıskáme řešeńı úlohy domina tak, že dominové kostky polož́ıme na všechny poz-
ice reprezentované hranami mezi černou a b́ılou partitou s tokem 1.
Ukážeme, že źıskané řešeńı domina je korektńı (ne nutně maximálńı). Žádná z
hran v tokové śıti (mezi černou a b́ılou partitou) neodpov́ıdá pozici zakrývaj́ıćı
chyběj́ıćı pole, nebo přečńıvaj́ıćı přes okraj mř́ıžky, źıskané řešeńı tedy nemůže
porušit př́ıslušné podmı́nky.
Zároveň pr̊utok každým černým vrcholem je nejvýše 1. Každý černý vrchol
má totiž jedinou vstupńı hranu, a to s kapacitou 1 a incidentńı se zdrojem. V
celoč́ıselném toku tedy bude každý černý vrchol incidentńı s jedinou (výstupńı)
hranou vedoućı do b́ılé partity s nenulovým tokem. Analogicky pro b́ılé vrcholy a
vstupńı hrany. Źıskáný předpis pozic dominových kostek tedy nemůže pokrývat
žádné pole v́ıce než jednou kostkou.
T́ım jsou splněny podmı́nky na umı́stěńı dominových kostek.
Všimneme si nav́ıc, že velikost toku v śıti je rovna počtu kostek v źıskaném
řešeńı. To můžeme formálně nahlédnout třeba tak, že všechny hrany z černé
partity do b́ılé tvoř́ı řez. Pr̊utok přes tento řez (mı́nus tok v opačném směru,
který je nulový kv̊uli neexistenci hran v opačném směru) je tedy roven velikosti
toku. Z celoč́ıselnosti toku a jedničkových kapacit je velikost toku rovna počtu
hran řezu s nenulovým tokem.

Převod z domina na tok:

Obdobně můžeme převést každé řešeńı domina na př́ıslušný celoč́ıselný tok.
Každou umı́stěnou dominovou kostku (resp. jej́ı pozici) interpretujeme jako
hranu v tokové śıti. Každá taková hrana má unikátńı rozš́ı̌reńı na cestu ze
zdroje do stoku. Tok po této cestě zvýš́ıme o 1.
Uvážeńım kostek jendu po druhé vid́ıme, že výsledký tok bude mı́t velikost rov-
nou počtu dominových kostek. Zvyšováńım toku po cestách určitě nemůžeme
porušit Kirchhoff̊uv zákon. Stač́ı tedy ověřit splněńı kapacit. Protože tok
zvyšujeme vždy o 1, kapacity je možné porušit pouze tehdy, pokud by dvě
cesty sd́ılely hranu. Z disjunktnosti dominových kostek ale vid́ıme, že cesty
dokonce nesd́ılej́ı žádné černé ani b́ılé vrcholy a jsou tedy dokonce úplně vnitřně
disjuktńı.

Maximalita řešeńı:

Výše jsme nahlédli, že libovolný velidńı tok lze přeložit na validńı rozmı́stěńı
domina stejné velikosti, a i naopak. Ukážeme nyńı sporem, že maximálńı tok
tedy nutně odpov́ıdá optimálńımu řešeńı domina.
Uvažme maximálńı tok f , a z něj odvozené řešeńı domina k (stejné velikosti).
Pro spor, nechť řešeńı domina neńı optimálńı. Potom existuje řešeńı k+ s
v́ıce kostkami, a jemu odpov́ıdaj́ıćı validńı tok f+ stejné velikosti. Nyńı ale
dostáváme, že |f+| = |k+| > |k| = |f |, což je spor s maximalitou f .
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